内 容 简介 
本 书 系统 地 论述 了 和 挎 阵 论 中 的 各 种 不 等 式 . 全 书 共 分 九 章 . 第 1 EE 
阵 论 的 预备 知识 ; 第 2~8 章 分 别 讨 论 了 有 关 秩 、 行 列 式 、 特 征 值 、 条 件数 、 
得 、 偏 序 和 受 控 等 方 面 的 不等式 : 第 9 章 给 出 了 矩阵 不 等 式 在 线性 统计 中 的 
几 个 应 用 ; 最 后 两 个 附录 收集 了 数量 、 函 数 和 概率 统计 中 常用 的 不 等 式 . 
本 书 读 者 对 象 为 高 等 院 校 高 年 级 本 科 生 、 研究 生 、 有 关 专 业 的 教师 与 数 
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学 地 反映 了 数学 这 一 学 科 的 内 
Wer W He EN AS fal Fe h 4 BF tz; 
性 的 特点 ,具有 特殊 的 公共 基础 地 位 ,其 重要 性 得 到 普遍 的 认同 

整个 数学 的 发 展 史 是 和 人 类 物质 文明 和 精神 文明 的 发 展 史 交融 在 一 起 的 . 作 


ーー ネモ 中 ルル ュ 半生 sb KG 2S Bodo wc oO HE AH E ch — E ta 2 tp E ee Sh 
为 ー PPICREAY XT, 数学 不 仅 在 人 类 文明 的 进程 中 直 起 看 积极 的 推动 作用 ， 而 


且 是 人 类 文明 的 一 个 重要 的 文 柱 . 数学 教育 对 于 局 迪 心 智 、 增 进 素质 、 提 高 全 人 


类 文明 程 FF G4) YUE tn ZE Z| Ps bases We MS bh Oe k E eh E 
突 文明 程度 的 必要 性 和 重要 性 th te Fl TH 普 普遍 的 重視 . 月 


教育 , 学 习 数 学 , 不 仅 要 学 到 许多 重要 的 数学 概念 、 方 法 和 结论 ， 更 要 看 重 领会 


. 正 由 于 忽 


区 
まま ”一 | 
SS 
=A 
rea 
并 
t 
SN 
G 
2 
Jil 
PE 
S 
mi) 
= 


Zan Whe MS hey ick yh > FE エロ Fa 本 日 と - A OS A BA ME ES AAA En E tae a ee Uh be 
到 数学 的 精神 实质 和 思想 方法 . ENET TASER PVP ER, CORY IA DLA ZA 
识 并 努力 体现 这 一 点 . 
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作为 面 问 大 学 本 科 生 和 研究 生 以 及 有 材 ， 教 学 参考 书 
的 系列 ， 本 丛书 将 努力 贯彻 加 强 基 础 、 面 向 前 沿 、 突 出 思想 、 ATED AZ EW 
读 的 原则 , 力求 为 各 专业 的 大 学 本 科 生 或 研究 生 


ie bh, del. Jel. 


= 
= 
= 


学 科学 、 理 解数 学 科学 以 及 应 用 数学 科学 提供 必要 的 指引 和 有 力 的 帮助 ， 并 欢迎 
其 中 相当 一 些 能 被 广大 学 校 选用 为 教材 ， 相 信 并 和 希望 在 各 方面 的 文 持 及 帮助 下 ， 
本 丛书 将 会 愈 出 愈 好 . 

ERB 


2003 年 12 月 27 日 


第 二 版 前 言 


本 书 是 矩阵 不 等 式 方面 的 第 一 部 中 文 专著 . 1994 年 第 一 版 出 版 以 后 , 深 受 广大 
读者 的 欢迎 , 并 远 销 海外 , 成 为 数学 工作 者 、 高 等 院 校 有 关 专业 教师 和 研究 生 乃 至 
一 般 科技 工作 者 手中 的 重要 参考 书 或 工具 书 . 

为 了 更 好 地 满足 广大 读者 的 需求 , 在 科学 出 版 社 的 支持 下， 我 们 对 原 书 进行 了 
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结果 .主要 包括 : Wielandt 不等式 的 短 隆 形 式 (77: 节 ); 本 函数 的 矩阵 不 等 式 ( (7.8 
W); Hadamard 乘积 (7.9 77); Log- 弱 受 控 不 等 式 (8.7 T) 以 及 一 些 关 于 十 阵 行列 
6.3 节 和 
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增加 了 三 十 多 个 不 等 式 . 这 些 增 补 内 容 的 初稿 , 由 吴 密 霞 博士 完成 , 最 后 由 王 松 桂 
定稿 . 


尽管 我 们 在 进行 修订 时 , 尽 了 最 大 的 努力 , 限于 水 平 , 不当 乃至 月 
难免 , 诚 请 广 大 读者 指正 


作 者 
2005 年 7 月 


第 一 版 序 
正如 作者 在 本 书 前 言 中 所 说 , 撰写 一 部 系统 地 、 全 面 地 论述 矩阵 论 中 各 种 不 等 
式 的 を 者 , 是 他 们 的 一 个 风 愿 . 经 过 十 多 个 春秋 的 努力 , 这 个 凤 愿 终于 成 了 现实 . 我 
作为 他 们 的 一 名 同事 和 同行 , 特别 是 目睹 了 他 们 为 创作 这 一 专著 而 辛苦 耕耘 的 过 程 ， 
RREI) FE AY te YS. 
TEERDE, CANE BZ IZ HE. 首先 , 作者 之 一 王 松 桂 教授 自 20 
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U ARTE FARE BR DAS EX TEST AY WTI, AFA 国 内 外 刊物 上 发 表 」 一 系列 


的 论文 和 专著 . 矩阵 不 等 式 是 进行 这 种 研究 的 一 个 基本 工具 . 所 以 , 本 书 的 写作 有 
他 多 年 研究 工作 的 素养 和 经 验 作为 背景 . 其 次 , 作者 10 年 来 访问 了 欧美 名 国 许多 


者 名 的 学 木 研究 中 心 , 与 国际 上 线性 统计 领域 内 卓 有 成 就 的 同行 进行 了 广泛 的 合作 
和 切磋 , 收集 了 许多 最 新 的 、 国 内 不 易 见 到 的 材料 , 这 些 都 大 大 提高 了 本 书 的 学 术 


Af fe Fay or FA AA Ae 
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本 书 收集 的 材料 很 多 , 这 是 一 个 显著 的 优点 . 因为 在 通常 的 矩阵 论 教 本 秆 专著 
中 , 对 矩阵 不 等 式 这 个 题材 多 未 作 系统 介绍 , 许多 结果 散布 在 大 量 文献 中 , 使 用 和 查 


找 不 便 . 如 今 有 了 本 书 , 一 卷 在 手 , 可 免除 许多 查找 翻 检 之 劳 . 可 贵 的 是 , 内 容 虽 多 ， 
但 作者 努力 做 到 了 多 而 不 乱 , 多 而 不 偏 ， 众 多 的 材料 按 其 性 质 组 织 成 一 些 专 题 , 重 


点 突出 Ao eR Ves ee T Ase eel ec ay OE ee YY WO Pe heh _m@ 
VAN LY, ANSLIECIR: TRA ioe J Ji by 料 在 应 用 上 的 总 が JEG |r VAS HY 项 重 


要 标准 , 相信 凡是 细 读 过 本 书 的 人 , 都 会 有 这 种 感觉 . 
作者 之 一 王 松 桂 教 授 是 一 位 统计 学 家 . 因此 可 以 理解 , 作者 在 材料 选择 上 重视 


其 在 统计 学 上 的 应 用 , 这 是 本 书 的 一 个 特色 .这 个 特色 , 加 上 材料 收集 之 丰富 , 使 
本 书 必 将 成 为 线性 统计 方面 的 工作 者 案头 必 备 的 工具 , 也 是 统计 和 相近 专业 的 研究 


生 、 大 学 生 有 用 的 参考 读物 . 这 当然 不 是 说 本 书 的 读者 仅 限 于 这 些 人 . 相反 , 由 于 上 矩 
or s ロロ ロリ ブラ BAA IA SARS DAE DU BE APR SIA ELA. FAX, J AG 
y 


H 
阵 这 个 工具 在 数学 、 自 然 科 学 、 工 程 技术 乃至 社会 科学 中 的 重要 性 , 众多 的 读者 将 


的 读 
会 发 现 , 他 们 都 能 从 本 书 中 找到 一 些 对 自己 工作 有 用 的 东西 . 我 想 , 这 也 是 作者 自 
CHRE. 


陈 希 Fie 
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关于 不 等 式 , 已 经 出 版 了 大 干部 英文 专著 , 其 中 最 有 影响 的 是 Hardy, Littlewood 
和 Polya(1934, 1953) 的 “Inequalities”, Beckenback 和 Bellman(1961) 的 “Inequali- 


ties” 以 及 Marshall 和 Olkin(1979) 的 “Inequalities: Theory of Majorization and its 
Applications”. 这 些 书 或 以 数量 和 函数 的 不 等 式 为 主要 讨论 对 象 , 或 从 某 一 特定 方 
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面 研 究 一 类 数量 或 第 阵 的 不 等 式 . 随 着 拓 阵 理论 的 迅速 发 展 及 其 在 日 然 科 学 、 工 程 


w FOF = an al wm 二 ンー ンー マー や a ee 


技术 和 社会 经 济 等 领域 的 广泛 应 用 , 关于 矩阵 不 等 式 的 新 结果 层出不穷 , 它们 或 是 
经 典 不 等 式 的 改进 和 推广 , 或 是 完全 新 型 的 不 等 式 , 或 是 应 用 的 次 入 或 拓 广 . 这 些 


| テ エ セタ マー ジロ ik A AE e T B hh re 
结果 都 散 见 在 各 种 P ] 物 或 閉 作 之 中 , 対 理论 人 研究 者 イロ も に ロス ビ ドギー トメ で ロ リリ 大 科技 工作 


者 帯 来 疾 多 不便 . 多年 来 , 作者 有 一 个 凤 愿 , 就 是 广泛 收集 、 整 理 各 种 涉及 矩阵 的 不 
等 式 , 撰写 一 部 系统 、 全 面 地 论述 矩阵 论 中 的 各 种 不 等 式 的 专 着 . 目前 在 国内 外 尚 
未 见 有 这 样 内 容 的 著作 出 版 . 

H 1987 年 以 来 , 我 们 就 开始 在 教学 实践 、 科 学 研究 和 广泛 的 国内 外 学 术 交 流 
中 收集 资料 , 特别 在 跟 欧洲 朋友 们 的 学 术 磋 商 中 , RAER. 随 着 工作 的 深入 , 我 们 
友 現 有 共 邊 隆 不等式 的 文献 之 多 出 平 預 料 , 于 是 我 们 不 得 不 在 资料 电 选 上 花费 很 多 
精力 , 同时 我 们 又 特别 注意 一 些 最 新 结果 (本 书 文 献 截止 至 1992 年 10 H), 力求 使 
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本 书 尽 可 能 反映 这 一 方向 的 全 貌 . 


全 书 共 分 九 章 , 矩阵 论 中 的 各 种 不 等 式 按 秩 、 行列 式 、 特 征 值 、 条 件数 、 迹 、 偏 
序 和 受 控 等 内 容 分 类 , 每 一 类 构成 一 章 . 有 些 结果 就 其 内 容 讲 , 既 可 排 在 这 一 章 , 也 
可 排 在 男 一 章 . 对 这 样 的 内 容 , 为 读者 查阅 方便 , 我 们 把 它们 排 在 两 处 , 但 只 在 其 中 


一 处 给 出 证 明 . 为 便于 读者 使 用 并 使 本 书 内 容 大 体 上 做 到 自 成 体系 , 在 第 1 章 系统 
叙述 了 和 气 阵 论 的 预备 知识 , 多 数 结 果 给 出 了 证 明 . 为 了 显示 和 矩阵 不 等 式 在 线性 统计 


FUs H NA HS NG ここ ご AACH TH eo Ase J /d/l 1 I コー の ペコ コー ツジ [oe 


中 的 广泛 应 用 , 第 9 章 举 了 几 个 例子 . 限于 本 书 的 性 质 和 篇 幅 , 当然 举例 不 可 能 是 全 


二 ee 
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面 的 . 最 后 , 附录 1 和 附录 2 罗列 了 常见 的 数量 、 函 数 不 等 式 以 及 概率 统计 中 的 重 
要 不 等 式 , 以 便于 读者 参考 . 
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在 这 里 我 们 要 特别 感谢 很 多 的 朋友 . 往生 起 分 二 lampere 大 学 Liski 博士 和 
Puntanen 博士 , mH Umea 大 学 Kulldorf 教授 , mmt Berne 大 学 Riedwyl 教授 , 波 
= Poznan 大 学 Baksalary 教授 , 英国 Manchester 大 学 Farebrother 教授 , 加拿大 
Ottawa 大 学 郁 年 教授 和 J. N. K. Rao 教授 , MEK Waterloo 大 学 吴 建 福 教授 , X 
国 Chicago 大 学 刁 锦 赛 教授 以 及 Colorado 州立 大 学 Srivastava HHS. 本 书 许多 
资料 是 我 们 于 1988~1989 和 1990~1991 年 先后 访问 这 些 地 方 时 收集 的 , 这 些 朋友 
的 热情 帮助 和 支持 对 本 书 的 写作 来 说 是 非常 重要 的 . 这 里 还 要 提 到 第 一 作者 的 女儿 


- viji - 第 一 版 前 言 


ERR A EGER, 感谢 她 们 在 美国 读书 期 间 帮 助 我 们 复印 了 一 些 国内 不 易 找到 的 文 
BR- 作者 还 要 感谢 严 利 清和 杨 亚 宁 则 志 为 本 书 出 版 所 提供 的 帮助 . 我 们 还 要 借 此 机 


会 、 问安 徽 教 育 出 版 社 杨 晓 原 同志 表示 谢意 ， 感谢 他 为 本 书 的 出 版 所 给 予 的 自 始 至 
终 的 热情 支持 、 大 力 帮 助 和 有 效 合作 . 


最 后 , 在 本 书 出 版 之 际 , 作者 还 要 对 我 们 的 老师 陈 着 项 教 授 多 年 来 的 这 这 教 海 
4 il “G イロ A 本 个 
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指导 、 关 心 和 帮助 表示 诚挚 的 谢意 . 
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本 书 的 目的 是 系统 地 论述 有 关 和 矩阵 的 各 种 不 等 式 ， 因 此, 当 写 作 本 书 时 , 假定 
读者 已 经 具备 了 一 般 线 性 代数 教科 书 中 和 窍 阵 论 的 知识 . 但 是 , 为 了 读者 阅读 上 的 方 


便 和 叙述 简洁 ， プー バー と Se WAY He HE Eh ZA 1 oe He 讨论 中 要 用 到 的 一 些 重 要 结论 和 一 般 


KE IA fa, EIL Ee, TT Tee Re oe OP ee SA SS See VE TH IA 
文献 中 不 易 查 到 的 事实 ， 因 为 本 章 前 六 节 内 容 偏 重 于 基础 , 为 了 节省 篇 幅 , BET 
TV | HH ゴン へ ・ EA ププ イー ロロ r JO Vu J oe Pas イブ J | Fa ATH TA) H と う へ J 
部 分 证 明 , 读者 可 从 许 以 超 (1965)、 pte (19 978) 等 找到 它们 的 证 明 . 而 对 其 余 各 
P, 所 有 结论 都 给 出 了 较 详细 的 证 明 . 


rT 


C1 1 クト Wh oy 
SL K IT T IH 


我 们 用 C 和 R 分 別表 示 全 体 ? 维 复 回 量 和 实 向 量 组 成 的 线性 空间 . 
S 为 Cn 的 AN, S 的 4a > 一 A ーー f ~.\ == D 
设 S AJ VY AY | ~F- 23 wj, al,’ っ 0k AS HJ HÆ. PO A = (41,°°°, Ok) Æ 


A n x k ERE. 则 9 可 以 表 为 
S = {rz: «= At,t € C*}, 


即 S 是 由 a, cz 的 所 有 线性 组 合生 成 的 线性 子 空间 , 称 为 4 KNEKT 


A aF ee ee ee ee ee | ーー ニー + =A we A o 


空间 , 简称 为 4 的 列 空间 WA MA) 若 用 dim(5) 表示 5 的 维 数 , 则 从 矩阵 秩 和 
空间 维 数 的 定义 可 以 推出 


dim. (A) = r(A), (1.1.1) 
这 里 r(A) 表示 4 的 秩 . 注意 ， 零 维 子 空间 当 且 仅 当 S = {0}, WYNE ey 
成 的 子 空间 . 
OC TEA 了 ef WMA Mah En 
以 VI TH 92 APS | JT EIA), APSA EB JERY TH 


Sı + S2 = {£ +Y: x E€ S1,y € S2} 


Sı N S2 = {z: x E€ Sı H x € So} 
都 是 子 空间 , 分 别称 为 5 与 52 的 和 空间 、 交 空间 . 设 4 和 B ARARA 
的 SS HH 


M(A:B) = M(A) + M(B). (1.1.2) 


空间 维 数 之 间 的 关系 . 
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.9. 
定理 1.1.1 i Sı 和 So HATES, W 
dim(S1 + S2) = dim( S1) + dim(55 ) — dim (S: N S2). (1.1.3) 
证 明 记 p; = dim S;, i = 1, 2. r = dim(S, N S2), 设 al， ar 为 Sı N S2 的 
JE, 将 C1 ) Qr 扩充 为 dai,’ Cr， bı, ney Op, 一 r， 使 其 构成 Sy 的 一 组 基 . 同 柱 地 ， yf 
C の 2 一 7r)， 使 其 为 So 的 一 组 基 . 那么 ， m EH 


“Ur 扩充 为 Q1,°°*,Q4r,C1,°"", 


eee h A ee Le 
) UDP1 —7; “l; ) 一 D2 一 人 


构成 了 Si+ S 的 基 , 这 就 证 明了 结论 
HJA, AYL KL TJ -Hro: 
Si N S2 = {0}, WH Sı + S2 为 Si 与 S2 WEM, 记 为 S1 8 So, BA 


特别 地 , Æ 


具有 下 列 性 质 . 
定理 1.1.2 (1) dim(S, 6 S2) = dim Sı + dim 92; 
(2) S1 +S. HHA => Sı + S2 中 的 任 一 向 量 能 唯一 地表 成 51 与 So 中 向 量 


ZA. 
对 于 OC" 中 的 任意 两 个 向 量 Al b, 它们 的 内 积 (a,5) 定义 为 
(a,b) = b*a, 


这 里 が 表示 向 量 6 PEEHI. 当 wb e R" 时 , (a,b) = Va. 定义 了 内 积 的 线 
性 空间 R" 和 Cn 分 别称 为 欧 氏 空间 和 西 空间 
在 内 积 空间 中 , 向 量 a 的 长 度 定义 为 


当 (a,b) =0 时 , Ka 5 b EX, 记 为 a Llb. 一 组 癌 量 a, am AF 


则 称 a1,… ,am 为 标准 正 交 向 量 组 . 如 果 对 一 切 be 5, 总 有 a lb, 则 称 a 与 子 空 
E S EX, WA aL 5. 根据 子 空间 的 定义 , 容易 验证 , 向 量 集合 


也 是 一 个 子 空间 , 称 为 S 的 正 交 补 空间 . 
正 交 补 空间 具有 下 列 性 质 . 
定理 1.1.3 (1) 9 田 9 -= C0”; 


(2) S = (9 ) 


81.2 特征 值 与 特征 向 量 .3. 


(3) Sı C S2 を Sz c St; 
(4) (S1 + $2)+ = Sin Sž; 
(5) (S1 N S2)* = Sp + Sz. 
对 于 一 个 m x k 矩阵 A, f m x t HK B 的 秩 为 t, 和 且 满 足 WU(B) = A (A)-, 


则 以 eto R 33h AL 于 是 (At = HAY). 
パリ と ペソ ロイ リラ LAJA . JÆ Mi J A \ A1} 


在 本 节 一 开头 , RIETER 4 的 列 空间 (A), 现在 引进 与 4 相 联系 的 另 
一 个 子 空间 . 众所周知 , 齐 次 线性 方程 组 4z = 0 的 解 的 全 体 构成 一 个 子 空间 , 我 们 


FSi V+ aba ph Ë n 


PEA 4 WAZ ERE 4 的 核 , 记 为 N(4), BE 


ユネ アア Au 


N(A) ={a: Ax = 0}. 
右 用 4~ 表示 Anxk WNT SC, BR ERF AXA = 4 的 任 一 窍 阵 关 ( 详 见 


N(A) = を (な ー A` A), (1.1.4) 
这 里 I 表示 k 阶 单位 阵 . 


ET L, T A— A Th 4 一 ARA ELET と 
RY JY LTA AMA A PEAR ST PE, TY 


Ae ret TE , 
A-A) =k- tr(A~ A) = k- r(A), 这 里 tr() 表示 方 阵 的 迹 , 也 就 是 对 角 线 元 素 之 和 ， 
合 (1.1.1), 我 们 有 下 面 的 结论 . 


~ rw 


定理 1.1.4 WER nx k HE A, 
dim .H(A) + dim N(A) = k. 


中 クイ た ビビ ナー ルル モグ 一 一 


S1.2 ”特征 值 与 特征 问 量 


特征 值 与 特征 向 量 是 矩阵 论 中 两 个 重要 的 基本 概念 , 无 论 在 理论 研究 或 工程 技 


A | 


PRHA?) {HY 位 用. 


> 
に 
Bt $ 
m 


Az = AT， - (1.2.1) 


线性 方程 组 (1. 1) 7 可 改写 为 (Am 一 4)z = 0. 此 方程 组 有 非 零 解 当 且 仅 当 系 
数 行列 式 det( 和 五 一 A) = 0. Alt, 入 为 4 的 特征 值 当 且 仅 当 det(A7, — A) = 0. id 
の (A) = det(A — A), EAH n 次 多項式 , KA 4 的 特征 多 项 式 . 于 是 , 入 为 4 的 
特征 值 当 且 仅 当 它 是 特征 多 项 式 e(A) 的 根 . 正 是 这 个 原因 ， 特征 值 也 党 常 称 为 特 
对 于 特征 多 项 式 , 我 们 有 下 面 的 重要 结论 


.4. 第 1 章 ”矩阵 论 的 预备 知识 


定理 1.2.1 设 n 阶 方 阵 4= (aij) 的 特征 多 项 式 展开 为 


e(A) = det(AIn — A) =A” HEA” + -o H Cn AÀ +H Cn, (1.2.2) 
则 它 的 系数 
\k VY 1 す _ 71 
Ck = (— 1) La det A(21, tk) K= 1, , 1, 
l[i ぐ … ぐ 2 IN 
Ot Ase \ sem | 4 ALLAN クー BNE Go HE OA hL RAM RA Ber A OD 
JIA AU1, °° tk) ARAN A HJ t1, ,Zk AT. MYOU AR HINAY A PPP, PD A BY 
A ag NC ses yt he aT abo 1 Bn HRM Ge a 求 : 
E J Fr Wi TH 了 アレ AXZ NAJ HI HOY 4+ 2 fe | WJ TE KA 41) suk AJNAN, 
1 ぐ 21 ぐ … ぐ 2 Sn 
特别 
cl = —trA, (1.2.3) 
a — —_datA (19 A) 
Cn 一 acusi, (Lea) 
n 
这 里 tr4 = > au, 称 为 4 的 迹 . 
2? 王 1 
X y 4 ga 
记 A1(4,…,A。(4) 为 4 的 nn 个 特征 值 , 则 
n 
ol) = TT (A) (1.2.5) 
YNY LL £ だ し エア ア 
k=1 


结合 (1.2.3) 和 (1.2.4), 我 们 得 到 
意 的 n 阶 方 阵 A, 有 


n 

trA = Sz (A) 
Lame ` 
k=1 

n 

1 4 TTA /4\ 

detA = | | àk(A) 
k=1 


利用 特征 值 的 定义 和 特征 多 项 式 , 容易 证 明 特 征 值 的 下 述 性 质 
定理 1.2.2 ìi A X n HTS, M 
(1) A’ 和 A 有 相同 的 (包括 重 数 ) 特征 值 ; 


2) 4* 的 特征 值 是 4 的 特 征 債 的 共編 , ED 


áj A AE 人 3 HY TUE EY Ù, >P 


es 


A(A*) = A(A), 


这 里 和 (4) 表示 4 的 特征 值 , 而 AA) Fem Fe GEA BL 
(3) Æ 4 为 可 逆 阵 , 则 


831.2 ”特征 值 与 特征 向 量 ・5・ 


进一步 , 大 4 的 特征 值 全 为 实数 , 旦 排列 为 和 (4) > … > An(A), 则 


在 特征 值 的 讨论 中 ， 人 


EN 199 2 4 モイ わい .. te ユヒ プー ST rm 4 
EX 1408 MATH DAIUXTN PE. AREA ee L, 17 


B = PAP, 
We B 和 A 相似 , iA BAA 
J A RBR 1 AA ノブ SY D fi. 

容易 验证 ， Ke 隆 1H 似 具 有 下 列 性 质 

(1) 目 反 性 : Aw A; 

(2) 对 称 性 : Æ A ~ B, Mj B~ A; 

(nn LE VL +e 4 T> B ec’ tt /4 ~N 

(3) fete: Æ A~ B, BC, W ANC. 


it B= PAP, 并且 ws(A) 表示 B 的 特征 多 项 式 . 则 


( 一 どー+ AP) = det( PHAI 
LLP det(A7 一 4) ・det ア 
= detP~'P - det(AI, — A) 

= det(AIn — A) = y4 (à). 


Fe, 相似 矩阵 BS 4 有 相同 的 特征 多 项 式 , 所 | 


定理 1.2.3 相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 . 
推论 1.2.2 ”相似 矩阵 有 相同 的 迹 和 行列 式 . 


从 理论 的 角度 讲 , 如 果 一 个 方 阵 能 相似 于 对 角 阵 , 则 很 容易 求 到 它 的 特征 值 与 


Apr = Ak の kK=1,---,n. 


-6- 第 1 章 年 阵 论 的 预备 知识 


向 量 线 性 无 关 . 所 以 , 如 果 一 个 方 阵 4 能 够 相似 于 一 个 对 角 阵 , 则 该 对 角 阵 的 对 角 


A Ld 人 oT た 二 


元 就 是 4 ロリ 1 人 上 A TAA TAY APPR SY PLP ey HEME A 的 n 个 线性 


元 共 的 特 征 向 基 . 反 过 来 , 若 4 有 nn 个 线性 无 天 的 特征 向 量 , 则 以 它们 为 列 癌 量 的 
矩阵, 就 能 使 4 相似 于 对 角 阵 . 于 是 , RMA 


7 人 J A) INID 


定理 1.2.4 n 阶 方 阵 4 相似 于 对 角 阵 , SAMS 4 有 n 个 线性 无 关 的 特征 


同 量 . 
PE ッッ a ー デ ーー キキ AE hh kIT 店 SM クモ ルト es BA ODI 
A Ba T ANA APE TEL PE IH E amt FE SILA, DL vA 
HHA 193 SER Hee ede a ORR Tal. Wl 4 — E AeA Et E 
JED teu イ ゴ フナ ビー 44 AVY Hele eb’ I HII AI < ALIH IA 4 パコ ノロ デビ 
众所周知 , 并 不 是 每 个 方 阵 一 定 能 够 相似 于 对 角 阵 . 能 够 相似 于 对 角 阵 的 最 重 


~w 7 ーーーーー 王 


要 的 矩阵 类 是 实 对 称 阵 和 Hermite KE, 这 将 在 下 面 两 节 详 细 讨 论 , 这 里 我 们 讨论 一 


A 全人代 日 As — An Wd Æ rmnm E p KE. 
Ww 入 为 Th 阶 方 阵 fi 的 1 TULIA, JOR AE AT = AL Yap eR] T, 有 HP 


4 的 对 应 于 和 的 特征 向量 . 易 见 ,4 的 对 应 于 入 的 全 体 特 征 癌 量 是 线性 方程 组 
CI, 一 A)z = 0 的 全部 非 室 解 . 从 线性 方程 组 解 的 理论 知 , 如 采 添 上 零 问 量 , 这 些 解 


人 


ーー ia ee i Pre た と る hb. Je -=h 


就 构成 一 个 线性 子 空间 , 记 为 Sa, RA 4 的 对 应 于 特征 值 和 的 特征 子 空间 , 根据 上 
节 引 进 的 零 空 间 的 定义 , 有 


Sy = N(Mp — A). 
特征 子 空间 Sy 的 维 数 称 为 特征 值 入 的 几何 重 数 , 因此 几何 重 数 就 是 对 应 于 入 的 所 
有 特征 向 量 中 线性 无 关 的 最 大 个 数 . 如 果 一 个 n 阶 方 阵 A, 它 的 所 有 特征 值 的 几何 


重 数 之 和 为 n, 则 它 一 定 可 以 相似 于 对 角 阵 , 遗憾 的 是 , 这 个 假设 并 不 总 是 成 立 的 . 
若 和 为 4 的 m 重 特征 值 , 也 就 是 说 , 它 是 特征 多 项 式 的 m 重根 , 则 称 m 为 4 


的 代数 重 数 . 关于 代数 重 数 和 几何 重 数 , 我 们 有 如 下 定理 . 
定理 1.2.5 ”对 任 一 特征 值 , TEC 个 I. 


mn Atete Yaw er. 


) 信介- g'i BL 0 ロリ ジン く ニン リブ で ロリ PJ 時 Yi, Y2, ) ア 9) サラ ミリ プレ ノリ 
的 一 组 基 
Py Pas Pgtly ,Pn- (1.2.6) 
at BD) Tl 
Vy 一 CY l) 5) どの 95) 9 十 15 2 だ 7 ANS 


A® = (Aoi, +++, Ao の の ) 人 4 の 2 エロ ーー Apn). 


因为 向 量 组 (1.2.6) 是 の " 的 基 . 于 是 Apo+1,…, Apn 均 可 由 它们 线性 表 出 . 
设 
Ag; = > bks Pk 7 一 9 十 1 7 
k=1 


$1.2 .特征 值 与 特征 向 量 .7. 


并 记 
pe (^k B, \ 
\ 0 B’ 
\ 8 52 / 
这 里 Bı = (bjk), j =1,---, 93k =g +1,---,n. 而 Bo = (bjk) j =g+1, n; k = 
g+1,---,n, IA AS = OB, 也 就 是 4~ B. 根据 定理 1.2.3 前 面 的 证 明 , 4 BA 


相同 的 特征 多 项 式 , 但 B 的 特征 多 项 式 
pB(A) = det(A7。 — B) = (A— Ao) 9det(AIn—g — Bo). 


于 是 , Ao 的 代数 重 数 m 至 少 是 q 这 就 证 明了 g <m. 证 毕 . 
因为 一 个 n 阶 方 阵 的 所 有 特征 值 的 代数 重 数 之 和 总 是 等 于 n, 所 以 综合 定理 
1.2.5 和 前 面 的 讨论 , 我 们 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 1.2.6 Te 4 相似 于 对 角 阵 , 当日 仅 当 它 的 每 一 个 特征 值 的 几何 重 数 总 
在 后 面 的 讨论 中 , 我 们 常常 要 碰 到 两 个 矩阵 乘积 的 特征 值 问题 , 关于 这 一 方面 ， 
我 们 有 下 面 的 重要 定理 


AL テ エ 1.2. MX イズ エー ノロ け AS ノリ リノ リー rie to /TH すら 


的 非 零 特 征 值 (包括 重 数 ) 
(2) 设 A、B 为 n 阶 方 阵 , 且 至 少 一 个 可 道 , 则 ABS BA 相似 . 
证 明 (1) KHAFO, WI 

{Im -A \ 


a 


ング へ 
wD. 


to 
~ 


J> 
N” 
AN 

j= 
ee” 


得 证 
(2) 是 下 面 事实 的 直接 结果 . 


B-'(BA)B, ABU. 


4 和 B 分 别 为 m x Al a x m HEE 则 
(Im ー AB) = det(In — BA). 
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81.3 实 对 称 阵 


W 4 = (aij) 的 元素 a; 全 是 实数 , H A = A, 则 称 4 为 实 对 称 阵 . 实 对 称 阵 具 
有 许多 重要 性 质 . 
定理 1.3.1 i$ A X n 阶 实 对 称 1 


一 ーー ere” ZA £2 AS OY PALIN A PS /NY 


(1) 4 的 所 有 特征 值 都 是 实数 ; 
(2) 存在 正 交 降 @, 使 得 


KI A © ° fr * 。 \ /A4 の 4\ 
TP AP = diag(A1,.… ,An), (1.3.1) 


即 实 对 称 阵 一 定 正 交 相似 于 对 角 阵 . 
注 1 从 (1.3.1) 知 
A ~ diag(A1,…,A。), 
所 以 , 由 上 证 的 讨论 知 , A+,…・,。 为 4 的 特征 值 . 
ロ 


| $ = (gi ・・・ (の 。 ) r (] 3.1 ) 可 推 出 


Yis “yo ¥ nso ZA w Hh OCF o 4 


A@ = の diag(A1,…・, An), 


也 就 是 Ay; = 和 jpj, 所 以 on 为 4 的 介 柄 准 正 交 化 特 征 向 量 . 


A= SAT = > dj 954%, (1.3.2) 


此 式 称 为 4 的 谱 分 解 . 
从 (1.3.1), 我 们 很 容易 得 到 下 面 的 推论 


arat Terte .. ユル | L 、 1 As H. nt -T x E た ピノ 
Ww A 为 n Tt KAJ va “LA MAL CRIA) 里; 内 和仁 OCP Y, A1 


a’ Ax = y Ay = NY + + Any?, (1.3.3) 


这 里 4 = diag(A1,---,An). 


在 实 对 称 阵 中 , 半 正 定 阵 是 一 个 特别 重要 的 矩阵 类 . 
设 A 为 n 阶 实 对 称 阵 , 大 对 任意 ze R",z'Az > 0, MP A 为 半 正 定 阵 , 记 为 


4>0. に い 比 ユエ に ac 4 ァ ー0 当 目付 当 z=0 Tip AM eee woh ANN HH 在 
二 UV. AR Cy, © カル デリ し ゴン ルー リ , WERA 为 正定 阵 . Y/Y A > U. JA Soe 


以 后 的 讨论 中 , 若 元 特殊 声明 , 当 我 们 使 用 记号 AS ORK 4 > 0 时 , 总 假定 4 是 对 
称 的 . 下 面 的 两 个 定理 分 列表 人 征 了 六 正定 阵 和 芽 定 阵 ， 它们 是 非常 有 用 的 . 


PA Na 


定理 1.3.2 HAA n 阶 实 对 称 阵 , 则 A >o ERR TIF — AA. 


§1.3 ” 实 对 称 阵 TE 


的 所 有 特征 值 都 是 非 负 的 ; 
在 対称 隆 B, 使 得 A = B?; 


(3) FE t x n ÆRE B, KH t = r(A), 使 得 A = B’B; 
) 
5) 
J 


TE 


对 任意 矩阵 P, P'AP > 0; 
4 的 所 有 主子 式 为 非 负 , 这 里 主子 式 定义 为 主子 阵 A(i1,… ,ix) 的 行列 = 


NS lJ TN KE XA oe. J rr < 


也 就 是 4 的 位 于 第 i1,---, tn 行 、 列 交叉 处 元 素 组 成 的 上 阶 方 阵 的 行列 式 . 
主 3 ”对 半 正 定 阵 A, 满足 (2) WEE 是 很 多 的 . UN 


rr LD 了 rL A へ A 4 ゃ yi. -b 让 十 < メー た yy A we エー LL de AT reo EA 
FEM D. WA 2 U, A1; An NAFTE. 1 ,Pn 为 其 对 WAY FE |) HE, H 
bd — lin on.) Ye arte Mh ott 1217 DM) «A 
P= WPi: Pn) JIE, KHE 1.0.1 之 42). 及 
À1 
A=® ーー の / 
\ nie’ | 
\ 7 / 
| i | | i | 
| i P| ` | P 
\ An!” J \ An” J 
= B? 
(が ) 
HH B= @| me | の >0. 


ye | 
以 后 我 们 把 B 记 为 A, 称 为 4 的 平方 根 


定理 1.3.3 KAA n 阶 实 对 称 阵 , 则 A> 0 4AM 


(1) A 的 所 有 特征 值 都 是 正 数 ; 
(2) 存在 可逆 対称 降 B, 使 得 4 = B?; 


JJ l J AZ TPR ME B, 


(3) 存在 可逆 降 B, 使 得 = B’B; 
(4) 対 任 意 可逆 降 PP'AP > 0; 
(5) 4 的 所 有 主子 式 为 正 数 ; 


(6) A 的 所 有 顺序 主子 式 为 正 数 , 这 里 k 阶 顺序 主子 式 为 主子 阵 4(1 2 … … k) 


在 本 市 的 剩余 部 分 , 我 们 讨论 两 个 实 对 称 阵 同 时 对 角 化 的 问题 
定理 1.3.4 KA, BART n 阶 实 对 称 阵 , H B > 0. 则 存在 可 逆 阵 Q, 使 得 


4= の 4O. (1.3.4) 


= QQ, (1.3.5) 


这 里 4= diag(A1,---, An), Ajj = 1,…,n) 为 4B-1 的 特征 值 . 


证 明 H B > 0, K B-1 > 0, ic pare (B-1)1/2 >0 B-1/2ĄAB-1/2 仍 
PI 二 BPR AO 101 在 让 二 の 得 る 7// ウー1/2 A D—1/2)\ _ A = diag() 
SIAN PPP, WAAR CE 1.9.1, TALEN PF FY , 使 得 る いつ ーー AD. J? = AS aag, 
+, An). W Q = の ぢ 72. 即 得 (1.3.4) 和 (1.3.5), XE A An W BUV2AB-1/2 
时 特征 值 . 根据 定理 1.2.7(2), B-/2AB-1/2 与 AB- 相似 , 所 以 , 它们 有 相同 的 特 
征 值 , 定理 得 证 . 

为 了 证 明 下 面 一 个 重要 定理 , 我 们 需要 如 下 引 理 . 

I 理 1.3.1 3 4 为 nn MOL r h/t n AES RS 刚 一 空 在 在 Aw 

JIST 1.o. 以 A JY 1b DRA PD, © A Te EIRFA IHE. WO AEF A y 


HEHE y, 使 得 
p と M(x, Ax, 427z…). (1.3.6) 


证 明 因为 向 量 组 {z, Ar, A?z,…} 总 是 线性 相关 的 , 故 一 定 存在 k, 使 得 


Aker +e. Ak-1,, 4 0.04 
ws 1 VE EE を w “于 i 


y=0 (1377 
We A 


ペー 


假设 (1.3.7) 中 的 k 是 具有 这 一 性 质 的 最 小 k. 
Ww 
fly) = y“ + Chr-1y*! +--+ Co. 
依 代数 学 基本 定理 , f(y) = 0 k MB m, u 于 是 


+ F af 


f(y) 可 分 解 ; 
f(y) = (y — m )(y — u2) -++ (y — uk). 
用 げ (4) 表示 閣 上 式 中 y 換 上 A, ji 換 上 wil, 所 得 到 的 矩阵 , 则 (1.3.7) 变形 为 


f(A)a= (A — mI)(A — pal) (A — pel) 


= (A-pil)p =0, (1.3.8) 
+h -二 
FEIT 
a {A _;,.T\...fA — a T\e +N /1 ら 6 ハハ 
Y = し H214) a Hkijt FU. (1.9.9) 
总 , p #0 是 由 的 最 小 性 推出 的 . (1.3.8) 表明 , Ap = mo, Bl y 是 4 的 对 应 于 
HE Ai 的 特征 向 量 . 从 (1.3.9) 得 
/ kx \ 
の Ak 17 十 >》 My Ak-2 5 十 + ( 1)* [wz 
j=2 j=2 
Yr ae AHO 
Ed | 
p E M(A®1y, 4 -27 x) 
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定理 1.3.5 设 h4,B 为 n 阶 实 对 称 阵 , 则 存在 正 交 阵 Q@, 使 得 Q'4Q 与 Q'BQ 
为 对 角 阵 , 当 且 仅 当 AB = BA. 
«= LAA IAA HH ルル 上 なさ ロロ O oar 一 ロロ ーー ub. ot ーー エト phe pps 


WOE PEE LAH eA A, 下面 天明 充分 性 . 设 pl A B 的 对 应 于 特征 值 


和 的 特征 向 量 , 于 是 , Bor = ei, 用 A* 左 乘 两 边 , 利用 4 = BA 得 


A" By, = \A*y, = BA*y,, k= 1,2, 


B(A®*o,) = MA*o) k=12. 
\ ri) \ iss ru ay m9 
WSAH. oA. Arn. 42 awe. D thha cCA Aet y) eee ee Be Oe lo 
IAAL? の 1) の 1) A の 1, ARE D AYM PLT IHJ | TTUCIE A HJF IR E. WII 
1.3.1, 存在 4 一 个 特征 癌 量 g 使 得 
> IJ ibe H -UL {L:s LA PD 
qı E M (p1, Avi, A yp1,.…) 
因为 Alo, 4o A29 E D hAire RR Sea BA R aAA 
EA ノ LY 19 44% 1542 fi, JÆ LC HY | 1J HUL J 一 J Æ YY] Æ A, D ロリ | AAYTT 
4 
任 辣 量 
选择 B 的 另 一 个 特征 向 量 wo, 且 満 足 o La. 用 po 代替 w1, 重复 上 面 的 讨 
Ltr ivi Linge 4 abe Ze E, 


论 , 我 们 可 以 找到 AS B 的 另 一 个 4 公共 特征 风量 go, A go 上 qi. 继续 这 个 过 程 , 我 
们 可 以 找到 4 aR B 的 nn 个 公共 特征 向 量 ,…・,g。 満足 の g。 = 0. 不 妨 假设 它们 的 


长 度 都 等 于 1, Q = (の )・ dn) ) 就 是 所 求 的 正 交 阵 定理 得 证 . 
注 4 aces 可 交换 的 两 个 n 阶 实 对 称 阵 具有 n 个 两 两 正 交 的 公共 特 


—* A —— } fra e ハー tta Pore Fhe os 


征 向 量 , 但 它们 的 特征 值 不 必 相 同 . 

定理 1.3.6 KA, B 为 两 个 n 阶 实 半 正 定 阵 , 則 存 在 可逆 隆 Q@, 使 得 Q'4Q 
和 Q'BQ EHX ARE. 

证 明 ig t=r(A+B). 


I, 0 
ppp 0 ) (1.3.10) 
\9 9) 
将 P'BP 分 块 为 
/ A A A a \ 
Ppp=( 1 | (1.3.11) 
Moi Moe 


H hH ar A t x t Fe FLIT wv. m/s A mm D 
FET M1l1l ノリ と XU FERS, AVA DAT DB) Sr 
=| 
FE 


于 是 从 (1.3.10) 和 (1.3.11) 可 以 推出 
Mi; = 0, 当 1 十 7 过 3 时 ， 


ppp- 1 人 Mu oo (1.3.12) 
0 OF 
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注意 到 Ma 仍 为 对 称 阵 , 应 用 定理 1.3.1(2) 知 , 存在 正 交 降 Qi, 使 得 


/ \ 
/ 1 
Qi Mi1Q1 = = . 
At 


Q’ BQ 一 diag(A1, °° っ Az, 9, n. ,0), 
の 40 = diag(1 — Ai,---,1 — Az, 0,---, 0). 


定理 证 毕 . 


设 A = aij An BOT, id 4* = A’, UBC AY Re. 4 4* = A, 则 称 4 
是 一 个 Hermite KE. 当 4 XXE RER, Hermite 阵 就 是 实 对 称 阵 . 
Hermite PNG 


PA wr 


定理 1.4.1 设 A 为 n py Hermite KE, 上 


(1) A 的 所 有 特征 值 都 是 实数 ; 
(2) 存在 一 个 西 阵 U, BU 满足 U*U = In, 使 得 
U*AU = diag(\1,-**,An); (1.4.1) 


即 Hermite 阵 一 定西 相似 于 对 角 阵 . 
注 1 从 (1.4.1) 知 


AU = の diag(A1,…・, Àn), 


即 Au; = juj j =1,---,n. BTV, ur un 为 4 的 nn 个 标准 正 交 化 特征 癌 量 . 
“十 aon A = diaol), . MY Wil (1 4 1) 可 改写 为 
fl, = FLs 42 uia ^l, s Anj, AI いい エキ ・ エ TPI KAS Y/Y 


§1.4 Hermite KẸ ・13・ 


称 为 4 的 道 分 解 . 
由 (1.4.1) ERE KIE. 
推 认 141 tt A hn A Hap alt ここ ちょ ここ 1 eS AZ eee Oe se 
THUG tected mm フュ ノリ N pj ner eR t AY EN 1 AY EB. APA TAAL APs VU, 124 
西 变换 y = V*z 把 二 次 型 z*4z 化 为 平方 


其 中 4 = diag(M1,---,An). 
Al J, 人 上 下 ーー AEE 的 Hermite 阵 . 
nite 対 任意 4 | 


ay A みっ K~ Her 


为 A> 0. 看 进一步 , z* 4 
类 似 于 定理 1.3.2 和 1 .3.3, 我 们 有 
定理 1.4.2 i A 4 n W Hermite K, 则 4A>0 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 . 


(1\ A GA Be 44 fe YJ 上 
(1) A 的 所 有 符 征 值 为 非 贷 ; 


(2) 存在 一 个 Hermite 阵 B, 使 得 A = B?: 

(3) 存在 tx n 矩阵 B, 其 中 t=7(A4), 使 得 4 = B*B 

(4) 对 任 一 复方 阵 已 P*AP > 0; 

(5) 4 的 所 有 主子 式 为 非 负 . 

定理 1.4.3 i A An Mt Hermite 阵 , 则 4>0 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 . 
(1) A 的 所 有 特征 值 为 正 数 ; 

(2) 存在 一 不可 逆 Hermite 阵 B, 使 得 A = B2- 

(3) 在 在 可 道 复方 阵 B, 使 得 A = B*B; 

(4) 对 任 一 可 道 复 方 阵 P, P*AP > 0; 


(5) A bre ee T Hr. 
\ い ウリ A HIJI A DBT NL I RK, 


(6) 4 的 所 有 顺序 主子 式 为 正 数 . 

3 ”对 半 正 定 的 Hermite E A, 也 存在 着 半 正 定 的 平方 根 阵 41/2， 使 得 
(A2) = A. 事实 上 , 根据 定理 1.4.1, 存在 西 阵 U, 使 得 4 = DAU", 这 里 4 
,An), 和 i 之 0,i = 1,…,n 为 4 的 特征 值 , 记 AM? = diag(Aq/?,---, Ad/?), 


4= テ の /472/* び 472/* = B? 
其 中 B = UA'/*U* > 0, 就 是 4 的 平方 根 隆 4172. 显然 当 4> 0 时 , B= Al/2 >0. 


Ty us J Yee O A d E i | 


类 似 于 定理 1.3.4~1.3.6, 我 们 有 如 下 几 个 定理 . 上 节 的 证 明 过 程 照搬 过 来 , 将 
其 中 的 ERRE” | “KIPRE” 和 “Q” 分别 改 为 “ 西 阵 ”"、“Hermite RE” 和 “<Q?” . 


mo TH 1.4.4 2 D YHA na RA へ 1 へ 


ESE 1.4.4 WA, BART n ht Hermite 阵 , H B > 0. 则 存在 可 逆 阵 Q, 


使 得 
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其 中 4 = diag(A ,An), 和 (j= 二 1,…,n) A 4B 的 特征 值 . 
定理 1.4.5 iw A, BHMA n Wy Hermite 阵 . 则 存在 酉 阵 ひ , 使 得 U*AU 和 


Tx PTT Yo fe wee Ar AAS AD 


BU 为 对 角 阵 , 当 且 仅 当 4B = BA. 


”定理 1.4.6 i A, B 为 两 个 同 阶 半 正 定 Hermite K, 则 存在 可 逆 阵 Q, 使 得 
AQ 与 Q*BQ 皆 为 对 角 阵 . 


a "も = -ww ee Oe a 


| 


81.5 知 降 分 和解 
折 谓 矩阵 分 解 . 就 是 将 一 个 矩阵 写成 从 菜 种 意义 上 讲 比较 简单 或 天 它 的 性 质 比 
JAN VR AEP AP) AYGAC TY AAT Oe HAN A OTA ROT EN LH I と 
$s BR A EER. 例如 , 在 81.3 中 , 实 对 称 阵 4 被 分 解 为 4 = GAG’, 这 里 


ae O 


A = diag(\1,---,An) 是 对 角 阵 , 有 比较 简单 的 形式 , 而 @ 是 一 个 正 交 阵 , 具有 许多 
重要 性 质 . 其 中 最 重要 的 一 条 性 质 是 不 改变 向 量 长 度 也 就 是 gzl = llzll. 实 对 称 


b+ than 了 TS or yt Be ta oh ee FEBE ieee tet se 
阵 的 这 种 分 ITF Xij Wl TURAI PS PEAY IEAA TR AN TIRN J OD 


AS Ti BR TTR — ARE ER JL BE) E. 

定理 1.5.1 (Schmidt 三 角 化 分 解 ) KAA mxn BE, r(A) =n. 则 存在 
nxn L= file RA mxn WHE Q, Q*Q = In, 使 得 A= QR. 

证 明 设 4= (a1,---, Qn), 因为 a1,…,an 线性 无 关 , 对 它们 施用 Schmidt IE 
交 化 程序 , 即 得 所 要 绪论 . 


定理 1.5.2 ( 秩 分 解 ) 设 4 为 m xn 复方 阵 , 则 存在 两 个 可 逆 阵 Pmxm 和 


Qnxn, 使 得 
a Ja (1.5.1) 


XÆ t= r(A). 
证 明 要 点 如 下 . 矩阵 4 经 过 行 向 量 的 如 下 三 种 初等 变换 : 


可 化 为 行 约 简 梯形 , 成 为 满足 下 列 四 条 的 矩阵 : 
(1) 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 素 为 1, 以 下 称 为 主导 元 素 1; 


(2) 各 列 中 , 若 含有 主导 元 素 1, 则 其 余 元 素 全 为 堆 ; 
(3) 所 有 元 素 为 零 的 行 排 在 矩阵 的 下 部 ; 


(A + BS 1 HE pb IY) A Fe HI E 4 个 行 H, 
(2) エゴ ノ プ し 1 ARIA PPI, APA と 4 本 


Sk; 列 , j= 1,---,t, WW ki < ko <- < kt. 
因为 对 矩阵 4 施 以 一 系列 三 种 行 初等 变换 相当 于 用 一 个 可 道 阵 左 乘 矩 阵 4, 于 


人 一 一 | 


是 上 面 我 们 证 明了 , 存在 可逆 降 , 使 得 4 成 行 约 简 梯形 . 对 行 约 简 梯形 BA 再 


SEA AS Se MST Ss Ss 和 位 
ゴビ ピー マダ よぅ 5 HR J Id NV + 
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施 以 列 的 三 种 初等 变换 , 这 又 相当 于 用 一 个 可 逆 阵 C 右 乗 BA, 此 时 BA 化 为 


/I 0 \ 
BAC = "|, 
0 0 


因为 B,C Buz, 取 P = B, Q = Ct}, 得 到 (1.5.1). 
注 1 秩 分 解 (1.5.1) 也 称 为 4 的 等 价 标准 形 . 
定理 1.5.3 ( 满 秩 分 解 ) RAX mxn 复 阵 , r(4) =t. 则 存在 mxt 和 txn 


H Pky + OAR R A OC IE 
LL LA~ DI 


LUNI Y ロコ パン ーー テイ AH ホン 5 


A= BC. (1.5.2) 
正明 应 用 4 的 秩 分 解 (1.5.1), 特 PA 分 块 为 
fana \ 
P =(P, iP), Q= | 6, ) 
2 
立田 PHO, Bem yy tei.» HE OW AS PO, BA Aerie 
IA TH GQ Pal Ay m x tt x n REER RY A = PQ). 明 所 饮 让 . 
定理 1.5.4 (奇异 值 分 解 ) 设 4 为 m xn RA t HRE, 则 存在 两 个 西 阵 
an A 
A=U Le “ * } v*, (1.5.3) 
0 0 
Hp ダテ diag(o1,---,0%),0; > 0,i 1 … っ を Ai = の や ・ = of 为 A*A 的 非 零 
特征 值 . 


正明 设 ui, ,Ut 方 A*A 零 特 征 值 o2,---,07 的 标准 正 交 化 特 
征 向 量 . 记 vj = 一 A*wj,j = 1,…,t. 容易 验证 , v1,… ,vi 是 标准 正 交 化 的 . 


将 U1,°°*, Ut 和 和 U1 Ut 分 别 扩充 为 C™ 和 C” 的 标准 正 交 基 


? 2 


2 , Ut, 0 を 上 1 エー て) Um; (1.5.4) 


A=UU*A 
= (uui +-+ + uzuz)A 
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证 毕 . 
注 2 ol =A? o =A 称 为 4 的 奇异 值 有 时 , 为 方便 计 , 也 常 把 4* 4 
的 所 有 特征 值 的 平方 根 A 2 …, AL 称 为 4 的 奇异 值 . 若 (4) =t, Wah n-t 
个 奇异 值 NM2 =… =n? = 0 
注 3 nares (1.5.3) 可 推 得 
ァ 2 0 
AA* =U | ) U*, 
0 0 
\ / 
/ x2 9 \ 
A*A-V| | yr. 
\0 0/ 


这 表明 U 的 m 个 列 向 量 是 44* 的 标准 正 交 化 特征 向 量 , 而 V 的 ”个 列 阿 量 是 
A*A 的 标准 正 交 化 特征 向 量 
特別 地 , 当 44* = A*A BY, 我 们 可 以 选取 U = V. 
设 4 为 复方 阵 , 若 44* = 4*4, 则 称 4 为 复 规范 阵 . 根据 上 面 的 讨论 , 对 复 规 
A rH TT Tr Yb 7 +m RK ee TH 


光隆 A, 奇异 值 分 解 (1.5.3) 中 , 可 取 U =V. OER soa Bee. 


定理 1.5.5 设 4 为 n 阶 复 规范 阵 , WEEE U, 使 得 


A=U*AU, 
其 中 = diag(\1,-+:, An), An, An 为 4 的 特征 值 . 
定理 1.5.6 (Jordan 分 解 ) 设 AH n BRAT, 则 存在 复 的 可 道 方 阵 P, 使 得 


A = Pdiag(41, A2, , Ap) PTF, 


这 里 
fr; 1 0 0 | 
( ^ 1 
| | 
| | 
| » 1 0 | 
-| 9 7 一 |. ) ん 
| 1 | 


为 对 应 于 4 的 特征 值 A; 的 Jordan HR. 

定理 1.5.7 (Schur 分 解 ) AA nxn BK, WERE UV, 使 得 4 = ULU*, 
其 中 工 为 上 (下) 三 角 阵 , 工 的 对 角 元 为 4 的 特征 值 . 若 4 是 n xn 实 方 阵 , 且 它 的 
特征 值 也 为 实数 , 则 U 为 正 交 阵 . 
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WEAR iz A 的 特征 值 为 和 1,…, 和 ,X11 € C", 21 为 对 应 于 和 1 的 单位 特征 向 量 . 
将 Dy 扩充 为 Oii W — E: T1, Y2,” » Un; 应 用 Schmidt 下 交 化 程序 ， 将 这 些 向 量 


变换 为 c” 的 一 组 标准 正 交 基 T1, Z233 Zn 定义 n KY Be Ui 一 (T1, 22,° ーー Zn), 则 
有 
[M * 


Ai 


U* AU, 


\ 
AU, = | | 
Lo a) 

其 中 A) 为 n 一 1 BOT, 它 的 特征 值 为 2,…, 和 Mn. 设 za EC" HE 41 的 对 应 


2,° 
于 特征 值 lo 的 単位 特 征 向 量 、 重复 ト 面 前 方法 可以 得 到 1 KATE TT /4 
于 特征 但 As 的 里 位 特 仁 向 量 . 車 長 上 面 的 方 法 可 以 得 列 一 1 PE Uo, 使 得 


vA 


> 


A} 
< 


则 Uz 和 UU: HRB, 且 使 
/ Al * ( * \ 


Duan =| 0 de. | 
A 


ーーーー ニ ーーーーーーー サ ーー ニー 一 ーー 


\ 2 A 
这 里 A 为 n 一 2 阶 方 阵 EMRE A A3,…, An. 重复 上 述 过 程 , RSME n 
RADE RA TT. TT. _.. TT gn i TT . AREE TI*ATT b Lo eR 
| BPF U1, U2, ) ビ れ ルー1・ Wu U = ぴの 5 ・ "Un-1, ISA Y AU /AL JRP. 


如 果 我 们 首先 对 A* 作 分 解 , 4* = ULU*, 这 里 U 为 西 阵 , L 为 上 三 角 阵 , 则 
A = UL*U*, 此 时 が 就 是 下 三 角 阵 了 . 


最 后 , @ 4 的 元 素 和 所 有 特征 值 都 是 实数 , 那么 它 的 所 有 特征 向 量 都 可 取 为 实 
向 量 , IERA RE U 便 为 正 交 阵 . 定理 证 毕 . 


$1.6 Fae ZN 


为 了 度量 一 个 回 量 的 “大 小 ”, 在 81.1 SRT SIGE T ERR EE. 对 于 一 个 mxn 
ERF, 我 们 目 然 也 可 以 把 它 看 成 mn 维 向 量 , 按 向 量 的 办 法 定义 它 的 “长 度 ”. 但 是 ， 
下 面 我 们 用 更 一 般 的 途 征 引进 度量 矩阵 “大 小 ”的 量 , 这 就 是 矩阵 的 范 数 . 

定义 1.6.1 设 4A 为 mxn 复 矩阵 , 定义 非 负 实 函 数 |4|. FEWE FIER: 

(1) 正定 性 : |All >0, 且 14| =0 <= 4 = 0; 


(2) FRE: le4| = lalll All, a 为 一 数 : 
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(3) 三 角 不 等 式 : ||A+ Bll < |All + IB], 
WPK |All AA 的 范 数 . 若 対 任意 的 Amxn 和 Bux, 有 


14B| < AI, (1.6.1) 
则 称 该 范 数 是 相 容 的 
例 1.6.1 ( 欧 氏 范 数 ) 设 4 (Qij )mxn 定义 
/ m n \"" 
Alle = 2 > layl? | (1.6.2) 
\i=1 j=l J 


则 它 是 一 种 范 数 , 称 为 矩阵 4 的 Euclid 范 数 , 简称 欧 氏 范 数 , 或 称 Frobenius 范 数 
Ally 也 可 改写 为 如 下 形式 


|All = (trA*A)!/2, (1.6.3) 


从 此 式 可 以 看 出 , 这 是 把 4 按 列 先后 排列 成 mn x 1 向 量 后 , 取 其 欧 氏 长 度 得 到 的 . 
| AB||2, = tr(B* A* AB) 
<1 (A*A)tr(B*B) < (trA*A)(trB*B) 
= TAB 


9 最 大 特征 值 , 所 以 , 欧 氏 范 数 是 相 容 的 


WIM Hee peng ノブ ロン シバ) J? 


| Allo = Aï” (A*A), 
即 短 降 '4 的 谱 范 数 是 4*4 的 最 大 特征 值 的 平方 根 . 谱 范 数 也 是 相 容 范 数 . 事实 上 


1ABll2= A1(B* A* AB) 
< A1 (B* -< Aı(A*A)I - B) 
< A1 (A*A) - A1 (B*B) 
= | 4 让 如 ll 


这 里 , 在 两 个 不 等 号 处 应 用 了 特征 值 的 单调 性 : 4% A > 0,B > 0,4 >B, MI Ax (A) 


A1(B)( 证 明 见 推论 4.4.1). 
根据 上 面 的 性 质 (3) 还 可 以 证 明 如 下 不 等 式 


事实 上 ， 
14|| = |A- B+ Bll < ||A- Bl + FIL 
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所 以 
| Al] — || Bl] < |A — BI. (1.6.5) 
同 理 可 证 
Bl - |All < |B - All = IA- Bll (1.6.6) 
由 (1.6.5) 和 (1.6.6) 便 有 (1.6.4). 


9) 7H (4 6.4). 
下 面 我 们 证 明 有 关 谱 范 数 的 一 个 重要 定理 . 
定理 1.6.1 设 |4l。<1 则 -4 可 逆 , A 


ae 1 ーー 
I-A) ls ミー ティ) (1.6.7) 
i — || \/2 
|| Allo 
IZ- (Z -= A)“ le < Mb (1.6.8) 
smr ロロ マーナ イエ 2 o1 HE no Ial ra ee we ゴー FE Ial «mp Payee 
WESA JETS nxi AE L, [42 wF] 已 的 欧 氏 Whe |i], MLTR Ar ThA 
(1.6.4), 得 


> ls 一 ML 
= (1— 4Alla)llzlla. 
可 见 , 4c AO 时 , (I — Alc £0, BI I -— A)r =0 具有 室 解 , 故 7ー4 可逆 . 
因为 


[T A\—1 _ TL AfT  A\—1 (1 fQ) 
ロー 人 人) = 4 T AU fi) ; (1.0.7) 
用 谱 范 数 的 相 容 性 及 三 角 不 等 式 , 得 
IT Ay Iia < ITH, 4 WAT — AHE 
UN 23 WAS WENS 4A <3) Ml 
< 1+ [|All — A)™ lle, 
由 此 立 得 (1.6.7). 另 一 方面 , 将 (1.6.9) RIB A 
7 7 テ a\—1 AIT 4 ュー1 
(一 UL 一 4) 三 一 4U 一 4 . 
应 用 (1.6.7) 得 
| All 
IZ- -Alle < [Al A) a < 4 
1 — ||All2 
ue 
AAG A 的 范 数 有 许多 种 Pa i ee eS RP Ba eee. Head 
AG 4imxn; AV (RXR A a TT AO LUIK 1s BAY PNR ロナ IAN) IAI OY 


||, AU2|| = |All, 
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这 里 Uy 和 U: 分 别 为 m KA n KAER, 则 |All 称 为 西 不 变 范 数 . 容易 验证 , 前 面 
两 个 例子 中 引进 的 欧 氏 范 数 和 谱 范 数 都 是 酉 不 变 范 数 ， 但 是 下 面 两 种 范 数 就 不 是 
西 不 変 的 . 


14 = max D lai; |, 


lAll = MS le 


MM CRT AER. 关于 这 些 范 数 的 进一步 讨论 , 读者 可 参阅 相关 


文献 (Phak 1987). 


S1.7 / SOA NE 
设 4 为 nxn 方 阵 且 满 秩 , 众所周知 , 存在 A 的 唯一 逆 邊 降 , 记 为 ATI, 满足 


此 时 , 线性 方程 组 Ar =5 有 唯一 般 z=4“ な ひ 


如果 4 不 是 满 秩 的 或 它 根 本 就 不 是 方 阵 这 时 相 容 线性 方程 
AHAN 42 7). ABI TABBY A OTA AP AY TS AC A Ph) IA BY POAT XK E TSE 


该 如 何 表 示 呢 ? 这 就 需要 将 经 典 的 道 矩 阵 概念 加 以 推广 为 此 , 人 们 提出 了 “广义 
道 矩阵 ”的 概念 . 近 四 十 年 来 , 广义 道 矩 阵 的 理论 和 计算 方法 有 了 迅速 的 发 展 , 已 成 
为 矩阵 理论 研究 和 应 用 的 一 个 不 可 缺少 的 工具 . 

记 4 为 mxn HE, 任意 nxm HE X, 大 满足 


(AX)* = AX: (1.7.3) 

(XA)* = XA (1.7.4) 
中 的 一 个 或 几 个 条 件 , 都 称 为 4 的 广 SOBA j 上 面 的 四 个 方程 称 为 Moore-Penrose 
方程 . 若 X 满 足 这 四 个 方程 中 的 第 ij ! 條 , 史 称え メ 妨 4 的 5 けが 駐 逆 , 
记 为 AGD, 但 比较 重要 的 是 下 面 五 五 种 广义 we. 


A(1) ah ree oe /1 7 
(1) AY, 就 是 只 满 丰 方 程 (1.7. 


(2) 44042340， 就 是 满足 (1.7.1) ~ 
Moore-Penrose が 义 道 , 以 后 简 记 为 AT; 
(3) ACh?) 也 就 是 只 满足 前 两 个 条 件 的 广义 道 , 称 为 4 的 目 反 广义 逆 ; 


Yi 
/ WY 


(1 


VÆNA DI EAZ 23 -2h 4 一 
A AZ AJO JR AYAY 
7.4) 


全 部 四 个 方程 的 广义 首 也 被 称 为 


81.7 / 文 逆 知 降 21. 


(4) AC), 称 为 最 小 二 乘 广义 道 , 这 个 名 称 的 渊源 是 : 对 任意 的 相 容 或 不 相 容 
(BUA J) 线性 方程 组 Ar = b,x = 4①35 是 该 方程 组 的 最 小 二 乘 解 ; 


(5) AG, 4) 称 为 最 小 范 数 广义 道 , 这 是 因为 = ACY) 有 是 相 窗 线性 产程 组 


ATER) XY, IS ZEAL A 6 FETHAARTE A TEZ Ax 
=b 解 集中 范 数 最 小 者 
本 书后 面 的 讨论 只 涉及 广义 道 4- 和 At, 为 简单 计 , 我 们 以 后 用 术语 “广义 
wi” 专 指 4-, 而 At 总 是 叫做 Moore-Penrose 广义 道 . 现在 进一步 讨论 这 两 种 广义 
逆 的 性 质 . 
定理 1.7.1 (1) 设 4 为 mxn 阵 ,PP 和 QQ 分 别 为 mxm 和 nxn 可 道 阵 , 则 
(PAQ) = Q A Pi (1.7.5) 


(ん 0\ (kh BY) 
い 0 0 / C pj 
= 
FN | AaS AH LU JJ AR ATI RADY TL ,AC F, 
(3) 设 A 为 m xn E, r(A) =t, HERD IR 
ap} 0 \ o 
(o o)” 


s-o h B \ p 
cep) 
其 中 B,C 和 DD NE SET UTE AS BF 


下 面 是 广义 道 HWY ARAN AE Ee, PP II 定 的 / 义 道 把 A 的 所 有 广义 道 
表征 出 来 . 

定理 1.7.2 设 4 为 mxn 阵 , AW 为 其 任 一 特定 广义 道 . 则 4 的 任 一 广义 道 
X 可 表 为 如 下 形式 

(1) X = A- +U — A AUAA ; (1.7.6) 


(2) X = A~4+.V(Im — AA7) + 
XE UMV EY nxm 的 任 3 意 阵 


eo Ww 


证 明 ”容易 验证 ，(1.7.6) 和 (1.7.7) ay? X 都 满足 AXA = A.， 另 一 方 
对 AXA = 4 4 的 任 一 fit X, ERU = X- 4 , 则 它 具 有 形式 (1.7.6); 若 取 


(In — A- A)U, (1.7.7) 
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由 定义 和 定理 1.7.1 容易 推出 4~ 的 下 列 性 质 . 
定理 1.7.3 (1) (4-)* = (4*)-: 


(9\ 2 4 pte W A 一 哈日 4 メー 一 4ー1. 
マナ 44 44 R] IZ AY 42 っ Eb 人 3 fi; 
ff. > 
(3) Aid 
* + | ATE, À # 0, 
A =) 。 、 on 
| 9, A =U, 
则 (A4)- = At A7; 
(4) r(A~) > r(A); 
fw\ A A Tee 4ー A r IE AAA ot 4 一 \ /4ー AY —_ pf A\ いと 円 人 一 ~ pR 
(0) AA AHA A 都 是 ae ee, H 7(44~) = ァ 7(4~4) =r(4). KE- F D 
bk fe yer Aten fy, B2 — B. (关于 辕 等 阵 的 详细 讨论 见 81.8.) 
AP VAP SFPRo HK D = D. (RF 入 这 | 让 日 Pra A 314-0.) 


一 般 说 来 , 矩阵 B4-C 与 其 中 广义 逆 AW 的 选择 有 大， 对 不 同 的 广义 逆 AY, 
BA-C 就 不同 . 但 是 若 B,C 与 4 有一 定 共 系 時 , BAC WA 


[AOE AG 


个 性 质 很 重要 , 广义 首 在 数理 统计 中 的 很 多 应 用 都 与 上 比 有 关 . 
定理 1.7.4 设 B#0,C 关 0, 则 BhTC 5 A- 的 选择 无 大, HNA AC) 
C MICA), M(B) C MA’). 


证 明 先 证 充分 性 . 由 假设 知 , 存在 矩阵 关 和 YY, 使 得 C= AX,B'= AY. 于 


> 
z 
(S 
I 
cH 
as 
4 


为 证 必要 性 , 应 用 广义 逆 的 表示 (1.7.6), 得 


BA-C = BA-C + BUC - 4-4 び 44- の , 対 一 切 U, (1.7.8) 


BUC — BA AUAA-C=0, 对 一 切 U. 


KZ 的 任意 性 可 推 知 , 或 
或 


若 (1.7.9) 成立 , 那么 从 (1.7.8) 得 


§1.7 J SC ahs Re . 23 . 


这 表明 B = 0 或 C = 0, 这 与 原 假 设 矛盾 ， 于 是 ，(1.7.10) 成立 , 也 就 是 を (C) 
C NM(4). 类 似 地 可 证 M(B') CAA). 必要 性 得 证 . 定理 证 毕 . 


推 1.7.1 设 Bzx0, 则 BABS 4 的 选择 无 闫 当日 仅 当 .YN 
` 4 的 选择 ブー ゴキ 上 トレ トニ ゴー・ ダ と 


定理 1.7.5 对 任意 矩阵 4, 有 
(1) A(A*A)~ A* 与 广义 道 (4*4)- 的 选择 无 关 : 


(2) A(A*A)~ A*A = A, A* A(A* A) A* = A*. 


证 明 (1) AA . ダ (4*) = A A*A), BOP TERE X, 使 得 4* = 4*4X, 于 是 


右端 (A*A) 选择 无 关 . 
(2) œ D = A(A* A)” A*A — A, 可 直接 验证 D*D = 0, 于 是 D = 0. 类 似 地 , 可 


hy 一 -于 
AI — TV 


BUD THO FE LA A 的 一 些 重要 性 质 . Moore-Penrose 广义 道 At 作 
为 一 个 特殊 的 AT, 除了 具有 4- 的 全 部 性 质 外 , 还 具有 一 些 特殊 性 质 . 


我 们 先 给 出 A+ 的 构造 性 定理 
定理 1.7.6 i mxn GE 4 的 奇异 值 分 解 为 


0 
0 0 Q 
\ ノ 


其 中 , P 和 Q 分 别 为 m xm Al n xn BRR, © = diag(oi,---,04),t 7(4). 则 


EE 


与 其 他 广义 道 不 同 , At 总 是 唯一 的 . 此 即 
定理 1.7.7 对 任意 矩阵 A, 4+ 总 是 唯一 的 . 
证 明 ”在 定理 1.7.6, 我 们 已 构造 出 了 At. 設え 満足 Moore-Penrose 方程 , 我 


们 要 证 明 X = At. 事实 上 , 反复 利用 (1.7.1)~(1.7.4), 我 们 有 


X= XAX = X(AX)* = XX*A* = XX*(AA+ A)* 
= X(AX)*(AAt)* = XAXAAt = XAA+ = (XA)* At AAt 
= A*X*A+AAt = A*X*A*(At)*At = (AX A)*(At)* At 
= A*(At+)*At = (AtA)*At = AtAAt = At. 


mi 
E 
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下 面 的 定理 从 满 秩 分 解 给 出 4+ 的 另 一 种 构造 . 
定理 1.7.8 i mxn BE 4 的 秩 为 t(t > 0), 且 满 秩 分 解 为 


A= FG, (1.7.11) 
这 里 下 x 品 | am x + + x n FR H r( PR) — rfl\=—rfA\—t MI 
一 Pre MASS LA マブ Mー ド すう) LL \*t J mAs) Lae) we ANG 


At = G*(F* AG*) + F*. (1.7.12) 
证 明 ”我们 首先 证 明 F*AG* 为 可 道 阵 . 从 (1.7.11) RITA 
F* AG* = F*FGG*. 


注意 到 r(F*F F) 


LL 
以 两 者 都 可 逆 » AX 


容易 验证 , 上 式 右端 満足 Moore-Penrose 方程 . 定理 证 毕 . 


一 一 一 Li A -人 dd tt 


下 面 的 推论 征 定理 1.7.8 的 两 个 特例 . 


推论 1.7.2 (1) fit a #0,b #0, W 


ba* ba* 
(ab*)+ = ——___ = ______.. 
ata: brb — |lall? - ||2ll? 
(2) Æ a £ 0, W 
+ _ a* a* 
"aa fall? 
证 明 在 定理 中 , 基 =1, 便 得 到 (1). (2) 是 (1) 的 5=1 的 特例 
一 般 说 来 , WER WK 已 和 Q, 关系 式 (PAQ)+ = Q-14+P-1 不 必 成 立 , 但 
Eth で で エク 上) へ 
AETIA IJA” | HHH サ テロ ル ロ ・ 
定理 1.7.9 i$ AX mxn BK, 有 
(1) Æ PH QA mxm Al nxn 西 阵 , 则 
(PAQ)+ = Q71At アー. 
(2) Æ P H Q 分别 为 kxm Fl lx m RRB, WE P*P = Im, Q*Q = In, Bl P A 


Q BIJI [ea] Be ee op HE IE SC HY TH] ZAM 


81.7 广义 道 矩 阵 . 25. 


定理 的 证 明 是 简单 的 . 
定理 1.7.10 ”对 任意 矩阵 A, 有 


(1Y (A+\+ — A. 
UJ (40) AS 


(2) (AT)* = (A*)*, (AT)! = (A); 
(3) At = (A*A)+ A* = A*(AA*)t; 


(4) I> AtA, 这 里 记号 BZC RAR B-C eo, BM ぢ ーC 为 半 正 定 阵 . 
下 面 我 们 讨论 分 块 矩 阵 的 厂 义 逆 . 因为 证 明 分 块 矩 阵 的 普通 道 矩 阵 的 思路 和 处 


理 技 巧 可 上 1 se py FA LR EEDI ERTA E UOT sift RAE 44 


AJ TI AA ATRL NEY] ーー ヘー ルン ICH 1 レジ も I CATA IH YO I ACF AH. 
Ww 
/ , 。 oN 
A / ALL A12 \ {1 ”~” nN 
A= (1.195) 
Ag, Áz 
并 记 
4112 = Ay 一 41247 421， (1.7.14) 
A22.1 = Age — A21 A A12. (1.7.15) 
= コ エ 田 19711 APA 3 A mite A ANGRY, /1 7.13) ーー 
AL JJ 二 L-i LL | て A AHTRA いよ belo), H 
(1) AG det All £ 0, 则 det A22.1 0, H. 
4ー1 = | Ay; + Aji A12 A359: 421477 — Ay} Ai2 A551 - (1.7.16) 
-Azz 1421 AT A321 
(2) 大 det A22 Æ 0, Ml) det41」 > Æ 0, H 
4- = ( Anis 4 45 ) (1.7.17) 
\ -Azz Aoi Aq; Ax + Az, Aoi 4 2A12 Ag ) 
正明 (1.7.17) 和 (1.7.16) 的 证 明 相 类 似 , 我 们 只 证 (1.7.16) 
因为 det Ai, 4 0, 则 
/ 7 0\f An Aw \ [I -AA \ 
cae Can a) | 
(1.7.18) 
/ A n \ 
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右边 三 个 矩阵 相 乘 就 得 到 (1.7.16). 证 毕 . 
当 4 不 存在 时 , 即便 A 或 Aa 可 道 , A11.2 和 A22.1 也 不 必 ae, 此 时 关于 


My Se oe 1 7.16 e\ tn /1 7. 17) 仍然 成 立 in = HE ee 4 一 
A~ 的 表达 式 (4.6.10) FH し l) Jr 人 及 1E m ATTA 4 が 1 和 A 2 换 为 Ado. 1 
和 AZ, 。 此 即 


定理 1.7.12 ”假设 4 分 块 》 


/ A; + AT} Al Ads 1 Ao) Ay} ー4 A12 Ado \ 


4 =| > ea ed ーー +]; (1.7.19) 
\ ー2455 1421444 422.1 / 
(2) Æ 4 存在 , 则 
4ー __ / 1 2 — Aj, 2412453 \ = ON’ 
a | 1 (1.7.20) 


A A A 4 一 ] , A—la 4 ーー A a—l ° 
\ 一 4422 4214441.9 Mao T A23 A21411,2A12A23 J 


A 0 \f I 


ーー ( 0 
© Lo z JN 0o 4a) \ =A AG? I 


是 准 对 角 阵 


的 广义 道 , 将 此 事实 应 用 到 (1.7.21), 再 将 三 个 矩阵 相 乘 即 得 所 证 . 


Pa f |S om J アヌ タート | J イイ | / 


注 1 从 定理 的 证 明 过 程 我 们 知道 , (1.7.19) 的 右 端 只 是 4~ 的 一 部 分 , 但 根据 
定理 1.7.4, 当 M(C) C M(A), M(B) C (A') tt, ERE BA-C 与 4- 选择 无 关 . 


因 此 , 1E 许多 重要 应 用 场合 =E 我 们 感 兴趣 的 只 是 求 到 一 个 AY, Wb oy aap A 


从 这 个 意义 讲 , 本 定理 的 结论 仍然 是 十 分 有 用 的 


更 进一步 , 当 4 > 0 时 , 我 们 可 以 不 要 求 4 和 4 ご 存 PWA Y 
JJ INTIS アス ) 11 45 99 TI トニ) DORAN AS DNI AA 


的 公式 仍然 成 立 , 为 了 证 明 相 应 的 结果 , 我 们 先 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 1.7.1 i 4 分 块 为 (1.7.13) H. A > 0, MÆRE Aa 47 Ais, Ate Ap Aa 与 


sela by ーー YA 


Aji, Aso 的 选择 无 关 . 


81.7 J NAER ・27・ 


证 明 因 4>0, 依 定理 1.4.2(3) 知 , 存在 = (By: Bp), 使 4 B*B, 即 


{Ay Ay \ / BEB, BYB \ 
一 . 1.7.22 
し Agi Ago | \ BB! 3? | 
于 是 
Aj2A55Aa1 = By Bə( B% Bo)” Bš By (1 7 24) 
+A HEZ TH 1 TF 了 FY (1799) B17 OA) ママ チー ビタ タツ 科す HD トレ 
ベア AG Ace A-f Ot), (L.l aw} ATH (L.l At) <- A h AN r ) A JIZ HY LUEFEILKX, papi 上 E. 
定理 1.7.13 if 4 分 块 为 (1.7.13) H 4 > 0, 则 
AL, 一 2 YA. (tei toy CL fa Z Uy WY 
A` = Ay, + Ay 415455 1421473 ー4j1 412422 1 ) (1.7.25) 
\ — Ag, 1421 Ay; 422 1 / | 
等 价 地 
Ajj. ー4 42455 \ (1.7.26) 
ーー _ う ef-s 
= ー42242141 。 Aga + 455 A21A1 。 42 455 | 


这 里 A22.1 = Age 一 Aoi AT, Ale, A112 = A11 — Ai2 Az Ao1. 
证 明 根据 引 理 1.7.1 的 证 明 , 4 有 表达 式 (1.7.22). 应 用 定理 1.7.5(2), 有 


Ao Ay, Ai1 = B3B,( BY B1)~ Bt Bı = Bs By = Ás, (1.7.27) 
A- A Aig — R* R.(R* R. V R* BR. — R*R. — 4 (1 7 92\ 
£241 4411] イエ 12 477 471\ 445, V1) 1 #72 471 172 4112. (1-4 .40]) 
据 此 , 可 以 验证 
7 I O0\f( An Az (I -4h4oNV /hn 0 
| ブロー 22 | | nh212 1 二 | ĉu (4.7.90) 
\ AoA, IJ \ Aor Ao た しい O I | \ 0 As, J ` / 
\ / \ ai ai J \ / \ 24.1 / 
此 式 与 (1.7.18) 类 似 , 应 用 与 前 面 完全 相同 的 方法 可 证 得 (1.7.25), 用 相似 的 方法 可 
证 明 (1.7.26). 
注 2 ”一 般 说 来 , 对 4+, 并 没有 类 似 于 定理 1.7.12 WAR. BERE r(A) 


= r(Aq1) +r(455) F, RITE FR 以 于 (1.7.25) 和 (1.7.26) 的 表达 式 
A 


ーー / AŁ 4 AT Ap At An At —AŁ A LAŁ. 
A+ = | Li LEO Use "ZZ. eh odd Lio ote? 22.1 
+ + 
\ Ado 142147; Ajo 1 


\ 
j 
ー Ate 一 4 2A12 A22 1 
\ ー45。 A21 47 っ Ax, + Aj, Ao At. 2412422 / 
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证 明 可 以 在 文献 (Marsaglia, Styan 1974a) 中 找到 . 
在 结束 这 一 下 的 时 候 , 我 们 用 广义 道 来 表示 一 般 相 容 线性 方程 组 的 解 . 


定理 1.7.14 设 Ar =b AMAA BA, b £0, 则 


(1) z 为 方程 组 的 解 c= Ab, 其 中 4~ 为 4 的 任 一 广义 道 ; 
(2) zo = Atb 为 Ax =b 的 解 集中 长 度 最 短 者 . 


tw vV p~ A AAL H * 


证 明 (1) 我 们 先 证 明 , 对 一 切 4~,z = Ab 为 一 个 解 . 事实 上 , A Ar =b 是 
相 容 的 ， APTE zo, 使 得 Axo = b. TR Ax = A(A~b) = AA” Arto = Axo = b. 


ey AT. — 24 T ZW She on Ar — 9 Hb Ae aT E H 
的 仁 一 ) XE, NA Ue, STIR ER TE TEH AT = U WERF ERI 
x = (I — GA}t, (1.7.30) 
XE + Asa. FPE Ar = b i ep I Æ? 
ペイ イプ Li Be J Nc taw Z HJATNT J ENANA 


x = Gb + (I — GA)t, (1.7.31) 


xo = Gb + (I — GA)to. (1.7.32) 


根据 假设 b A 0, 存在 逢 降 U， 使 得 如 = Ub. 事实 上 ,VU 的 一 个 选择 是 U 
= fo( が の が 。 代入 (1.7.32), 得 


zll* = (Atb + (I — At A)t)*(Atb4+ (I — At At) 
= lzoll? + t*(1 — At A)?t + 20*(At)*(I — At A)t 
= ||zo||? + t*(I — At A)?t 
> llzoll*. 


等 号 成立 > 7 At At = 0 4 z = Atb = r. 定理 证 毕 . 


S1.8 ”大 等 阵 与 正 交 投影 阵 . 29 ・ 


S1.8 ”大 等 阵 与 正 交 投影 阵 


定 又 1.8.1 An HTK AWE A? = A, 则 称 4 HSH, 

根据 定义 , 立即 可 以 推出 如 下 事实 . 

TH 1 マト ルイ イイ そそ を に MP た A T Am 4 fh r A A -pz o E Ae nj- 

ÆJ 1.8.1 A 10 AE PE A, ATA, AAT t1- A AF L1-AA BPE SFPE 
特别 , ATA, AAt, I — AtA Ñ I- AAt RRR EKE, 

TAN ERGE T R E E pe E E E i 


PF PI /Ne ドン グロ ーー っ 一 | 一 LA 


定理 1.8.2 i AX nxn eS, 则 


1) A* 和 7ー4 都 起 岳 等 降 : 


(2) AW Jordan 标准 形 为 E 。 ) 


2 


(3) A 的 特征 值 只 能 是 0 或 1; 
(4) r(A) = trA; 
(5) a@(I — A) = N(A); 
(6) (A) = N(I — A). 

正明 (1) 和 (2) WY eM ee AY Ee HEH. (3) 和 (4) 是 (2) 的 直接 推论 . 
容易 看 出 , 我 们 只 需 证 (5) 和 (6) 中 的 一 个 , 下 面 证 明 (5). 

假设 z € A(T — A), 则 存在 向 量 t, 使 得 x = (I - Alt. 因为 4 RSH, 于 是 
Ag = A(I — A)t = 0, Mx € N(A). 

有 反 过 来 , Æ z € N(A), W Ax = 0, 因而 (1 一 4)z = x. 这 表明 , z e (I - A). 
WEH. 

下 面 我 们 讨论 正 交 投影 阵 . 

it r EC”, 59 是 Cm 的 一 个 子 空 间 , 将 z 分 解 为 


2Z 一 2 十 2 (1.8.1) 


其 中 ye Sze St. 此 时 , Ry Ac 在 S$S 上 的 正 交 投影 . 若 PP 为 n xn HK, 使 得 对 
任意 zs C”, (1.8.1) 中 的 y 可 表 为 y = Pr, 別称 P 为 向 子 空间 S 的 正 交 投影 阵 . 

我 们 知道 , 对 任 一 子 空间 S, 一 定 存在 矩阵 A, 使 得 S = MA. 下 面 的 定理 给 
出 了 正 交 投影 阵 的 构造 


IP AC TRY HJ A 


定理 1.8.3 设 4 为 任 一 矩阵 , 记 Pa 为 向 (A) 的 正 交 投影 降 . 则 


= 4(4*4)-4*. (1.8.2) 


一 sm è wr O m 


证 明 我 们 首先 指出 , 由 定理 1.7.5(1) 知 , Pa SARR SGA (A*A) 的 选择 
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设 B 为 一 矩阵 , 满足 M(B) = aA), 则 对 任 一 向 其 z EC", 有 分 解 式 
x = Ati + Bto, 
这 里 五 和 to 为 两 个 适当 维 数 的 向 基 . 依 Pa 的 定义 我 们 有 
Pax = Py, Atı + Pa Bt = Atı, 对 一 切 ty, te 成立 . 


这 表明 , Pa 满足 矩阵 方程 


「 ち 4_ 4 /1 o 9) 
J i Adi ーー fi, (4-0-0 ] 
| P,B= 0 (1.8.4) 


由 (1.8.4) 知 


于 是 , 存在 矩阵 X, 使 得 
P* = AX. (1.8.5) 


moots 5 


(A*A)X = A*. (1.8.6) 


显然 ,此 矩阵 方程 是 相 容 的 ， 再 应 用 定理 1.7.14, 可以 推 知 (1.8.6) 的 解 为 X = 
(4*4)-4*. 代入 (1.8.5), 即 可 得 P = 4(4*4)-4*. 定理 证 毕 . 

若 一 个 矩阵 既是 Hermite 阵 , ULES, 则 称 其 为 Hermite PEFR 

定理 1.8.4 P 为 正 交 投影 阵 当 且 仅 当 它 是 Hermite SK. 


siLHH 生生 以西 tb P Aa (A) TERRES Ob ETH 1 Rk 2 DH Al A* A\~A*® — 
WL =y J LHLAO TK EC VA SY MCNL) IERIE rF. HH AC AE よ ・ ワ ・ プ ワッ d し つよ そう ナー 44 
4(4*4) す 4*. 因为 (4*)+ = (4+) 所 以 På = Pa. 另 一 方面 . 由 定理 1.7.5(2) 得 


P} = A(A*A)* A* A(A*A)tA* = A(A*A)+A* = Pa. DEERE 


下 证 充分 性 . 假设 P 为 Hermite 7S, 由 定理 1.4.1(2) 和 定理 1.8.2(2) 知 , 


一 Th a ーー テー 


在 西 阵 U = (U1: U2), 使 得 


4- vz) ( 7 E) 


\ ¥ YJ \ 2 
= U,Ut = U (UfUi) tU}, 


这 里 利用 了 Of の =. 定理 证 毕 
在 一 定 条件 下 , 正 交 投影 阵 的 和 、 差 、 积 仍 为 正 交 投影 阵 , 这 些 结果 概括 在 如 下 
三 个 定理 中 ， 


定理 1.8.5 WPiA Po HSE, WY 


81.9 Cauchy-Schwarz 不等式 ・31 ・ 


(1) P= P + PR AiERRH — PiP = PoP, = 0; 
(2) 4 P,P. = PoP, =0 ff, P= P, + P AM A(Pi) OA (Po) 上 的 正 交 投影 
STAA 6/1) 28 J, PEELS By KERTI YEE 个 没 p BA waexi er 相 握 
WYA (1) 爷 分 性 征 和 谷 允 的 , PUES TE. Tet r cE PIE OOTY, ARDS 
定理 1.8.4 知 PP = P. 于 是 
Pi P> + PoP, = 0. (1.8.7) 
用 Pi 分 列 左 乗 和 右 乗 (1.8.7), 得 到 
P, Po + P. PRP =0 (1.2.2) 
£442 T# 1424] Vs L400) 
P,P; + P, PoP; = 0. (1.8.9) 


把 (1.8.8) 和 (1.8.9) 相 加 , 并 利用 (1.8.7), 得 到 


わり わ の —n 
£11911 =v. 


(1.8.9), 便 得 到 P,P, = PoP, =0. 
JI 需 证 明 
MP) = MAM(P:;) & MPD). (1.8.11) 
对 任 一 y € WP), 存在 E 0", 使 得 y= Pr, 于 是 
y = Px = Piz + Por = yı + yo, 


这 里 y; = Piz E€ M(Pi)i=1,2. A Pi Po = 0 BER yi 1 yo. ERWE. 
定理 1.8.6 it Pi Al Po AWTIEMRY KE, 则 
(1) P= ARP 为 正 交 投影 阵 > 万 = PoP; 
(2) 当 Pi Po = PoP, 时 , P = PPa 为 向 (A (Pi) M (Pa) 上 的 正 交 投影 降 . 
这 个 定理 的 证 明 是 容易 的 , 此 处 略 去 . 
定理 1.8.7 if Pi M Po 为 两 个 正 交 投影 阵 则 
(1) P = Pi — Pp AER —> PiP = PoP, = Po; 
(2) %4 P= P - P NEXR LE, P A A (Pi) 


证 明 类 似 于 定理 1.8.5, 请 读者 日 己 去 完成 . 


NA アン 


§1.9 Cauchy-Schwarz 不等式 


rz 不等式 是 一 條 非常 基本 的 不等式 在 レ J BAT + 我 们 要 这 


ad T ANAC Ar IN CT HJ SJ AN) I-L ZAJA ロコ ロフ アル と (し 1 J iN iw 


BE 的 重要 性 以 及 又 难于 反 它 划 归 到 后 续 的 任何 一 章 , 于 是 我 们 在 这 里 
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(1) lx*y|? < a*x-y*y, (1.9.1) 
等 号 成 立 > y Ajo 线性 相关 ; 
(2) i$ A H n x n Hermite MH A>O, M 
a] O Ad TEL a VMs ANY 
Iz* Ay|* < 2* Az - y* Ay, (1.9.2) 


等 号 成 立 < 全 与 r 线性 相关 
(3) it A X n x n Hermite KẸ, H. A>O, H 


成 y : 
证 明 (1) 当 xz 和 yy 有 至 少 一 个 为 零 向 量 时 结论 显然 成 立 . 不 妨 设 r 0, 定义 


— PE —— TY, 
el 
则 zz = 0. 于 是 - 
0< llel? = y= lol? — ze"y 
ap" 
ー 2 ITY 


= By, Xu Al v 应 用 (1 D, 便 得 到 (2). 
(3) 因为 4 0, 所 以 4- リ 2 存在 , X 


トコ 


u= 41/2 ヶ 和 w= 4ー1727 应 用 (1), 即 得 


Auk 
RT 22 ie EL 1 a 2\ Hae eae 
DHJE (1.9.0) DSC TUTE) ・ 
IH 1 Qn (1\ ormita KE A> MI 
AL ÞE L-J. (LJ Aq LLC Ue ドビー イィ ュー ンー U, WI 
* |12 
yY 
sup 7 | ーー の Az; 
ッ デ 0 Ya ft 
yC.M(A) 
(2) Æ Hermite 阵 A > 0, 则 
etyl? ey 
sup 一 一 xr AT, 
ッ デ 0 y*A ly 


§1.10 Hadamard S Kronecker 乘积 . 33 - 


正明 (1) A y E€ A), 所 以 存在 6 使 得 = At. 依 定理 1.9.1(2), 有 


zy < |x* Atl? < 2* Ax -t*At ニッ Az GAY. 


y* Aty 
Sl | 一 AAA AN tre Lo Mert 。* A 一 A A l Jp reel 
£2 对 一 切 y EMA My 40, BA yA y 40. SHE, Ky = At, W 
ark Ama, — +* At — 1 A1/222 Bm ch yx A~ NEBr Al/24—_n wo, — At—n 
yi y t ALl — ja し | J’, AI yY A Gg — U EIR aS bt — U, J] €E y ~ ALl = U, 
xE yAO KF 
“< / “J JA 


设 A= (aij) 和 B= (bij) BN mxn FE KẸ, MIJ ZE RE C = (cij) = (ai; bij), PRA A 
与 B 的 Hadamard 乘积 或 Schur RE, WA C= AB. 


fet we LL TT 1 Æa FH ES ーー た ょ ーー ee! 


EE Hadamard 乘积 具有 下 列 性 质 . 


(4e0=0e4=0, 这 里 0 表示 所 有 元 素 几 为 零 的 零 阵 ; 
(2) 4oee ニー テーee'o A, HF gy — (1 1 ): 
(3) Ao B= BoA, 


(4) (A+ B)oC=A0C+BoC; 
(5) wa 5 b BAM ye, 则 


fan*\ o (bh*\ = (n oh\lao hye (1 1N 1 
(6) 设 a,b Al c FAA IH eH, J 
a*(boc) = (a o b)*c, (1.10.2) 
ti > 4/ ルー /1 1\ ロー 上 
WAY, A C Tre し は 5 に に リ イラ ュ ユナ BY, 
a*b = (aob)*e. (1.10.3) 


定理 1.10.1 (Schur 乘积 定理 ) i AM BHA n p Hermite KE. 
A> 2 


(1) ca Fe rast 1.4.2(3), 将 4 


Lh. 』 人 /J H zE BY de TN 4 


已 Eht KÆ 
D -3 JY AH | ノン 


k 
A= > ujur, k =r(A), (1.10.4) 
j=l 
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B= ` ujv;, m=r(B), (1.10.5) 
j=l 


其 中 wj Mw BA nx 1 向 量 . 利用 前 面 列举 的 性 质 , 我 们 得 到 


/AN fa \ kom ーー 
4o ぢ ジニ 1 al ol vv|= > > ww (1.10.6) 
Lad J Lad OS | i iy | J 
at) Vat) ij 
这 里 wij = ui OV j, 这 就 证 明了 AoB> 0. 
(2) 我 们 只 人 证 明 4o 可逆 . 下 面 用 反 证 法 , 假设 4o B 为 奇异 阵 , 则 存在 非 
零 向 量 zo, 使 得 (Ao B)xo =0. 在 4>0 和 ぢ >0 的 優 設 下 , (1.10.4) 和 (1.10.5) 中 


H k= m =n, 利用 (1.10.6) 得 


x/ A ュー。 ヽ ュー へ ミー ぐつ で ok 1D — fr 
TolAoB)zo = ) | S25 (wij wi;20) = ZZ Towi =: 
i=1 j=1 i=1 j=1 
应 用 (1.10.2), 对 一 切 i, j, 我 们 有 
2 一 2 _ 
[ziwisl” = jedlu o vj) = (zo © Ua)" vy |" = 0. 
WsE AH HAA”; E 
AKH MBE IT AA 
(zo oT) Luj, j=1, n. 
n RH 11A .3) 可 推 得 zx*u; = 0,7 = 1 .. n. H 
于 是 ， To O Ui; = 0,% = 一 1,・ yil. すす アル は OO], QUE DT “gw Vy と t, sioe A 


,un 线性 无 天， Li a. = 0, 与 假设 矛盾 . 定理 证 毕 ， 
gn 1 对 本 定理 的 结论 (1), 还 有 许多 其 他 证 法 , 详 见 许 以 超 (1966, p.410). 


ーー PP っ の 


从 (1.10.6) 我 们 得 到 如 下 推论 . 
推论 1.10.1 BEA # B 3y n Bt Hermite Pr HA>z0,B20, Wl 


“ ] Kronecker 乘积 . 
设 A = (ay) 和 B= (bij) heady mon th ox Mit 直隆 C = (aij B) 是 一 个 
mp x ng ERE, RH 4 与 B 的 Kronecker RE, iA C = A® B, BH 


auB aB > ainB ` 
oo1 ど axzB  …・ AmB 
A@B=| の 7 md. 
| | - 
\ Ami B Am2B se amn B | 


Kronecker 乘积 具有 下 列 性 质 : 


§1.10 Hadamard 乘积 与 Kronecker 乘积 


. 35. 


(1) 0@4=4@0=0, XE 0 RRS: 
(2) (41 + Az) 9 B = A, 8 B+ A. QB, 
A & (Bı + B2) = AQ Bı + AQ Bo; 


6) (A 9 B)(C 8 D) = (AC) @ (BD); 
- (7) (A®B) = A- 8 B-, xE A OB 只 是 集合 


JN Pom Fer be (A By- Hy 
l — 


② Br 1 


特别 地 , (4@ B)t = A+ & Bt. 4 AM B Raw, (A @ B) _ A- - 


定理 1.10.2 WAM BANA nxn fl mxm E. WEES 


A Àl, ーー An 和 1 "Lm.: 则 A®B 的 mn 个 特征 值 为 Ag; (4 = ],--- 


l.e m) 


= 7 JJ ny 4 


7 ち 7 = 


正明 根据 Jordan 分 解 ( 见 定理 1.5.6), 存在 xn Al m x m 可逆 降 P 和 の O, 


使 得 A= PAP! Al B= QAQ, 这 里 


デ La 一 て Ate the テテ P= x 4 
IA FEA PIA VIA LAPP, GAYA AOTC A Ai 三 1, 
1 m). pE. AQB 特有 值 为 AGL (4 — 1 = ma — 1 am | LEK 
7 ノ 3 の < デア Hy Hiis a EIN as 9 iby J 1, yo: HT 
由 此 定理 我 们 可 得 到 如 下 推论 . 
推论 1.10.2 i AFM BASA nxn m xm FEE. 则 


det(A & B) = (det A)™ (det B)”; 


由 定理 理 及 推论 1.2.1 立即 得 到 (1) 和 O, (3) 可 由 秩 的 定义 直接 导出 ， 
合 定理 1 4.2 和 定理 1.4.3 推出 (4). 
最 后 我 们 给 出 Hadamard 乘积 与 Kronecker 乘积 的 一 个 关系 . 
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定理 1.10.3 KAM BBA n WEE w J = {1,n + 2,2n + 3,3n 
AoB=(A@B)(J). (1.10.7) 
证 明和 容易 根据 定义 完成 


81.11 知 降 微 商 


假设 X = (vis) 是 一 个 m xn XER, u= f(X) 为 一 实 值 函数 . ER F(X) 的 
极 值 时 , 我 们 总 需 1,…,m;j 二 1,…,n). 这 里 总 共有 mn 个 


导数 , 为 简单 计 , 我 们 记 


/ of Of \ 
af Ori OLin 
X ーー 。 
° af af 
\ £mi ー OzTmn / 


这 是 一 个 mm x n 和 矩阵, 称 为 u IERE X 的 导数 . 从 本 质 上 讲 , 对 矩阵 XX 求 导数 , 和 


yx 填 划 育儿 元 茹 数 的 求 时 旺 一 样 的 . 介 是 为 了 雪 示 上 的 简 法 和 运算 上 的 方便 我 估 


MI HOH ATO JUE DJ 说】 人 一 af JAR SJ J AAJ HY PU TH AL IT tH LR 我 们 需 
要 把 所 求 出 的 mn 4 


ale He th 27) Lo A Nh ie es モト ーー に AL rh ee 


技巧 . MA RX 面 人 son 


Ji 


N g A 
例 1.11.2 AX nxn 对 称 阵 , z X n x1 Ae, u= sAr, Wl < _ 2Az. 
id Bij(m xn) 为 第 (1,9) 元 为 1 RRTCKR BASH mx n EE, 在 不 致 引起 混 


m-a A A E41 ob 
WAJ, m IRA Dije WHS 


> Eii(m x m) = Im, 
jal 


S~ sy Eyl x n) = X 
tj 


( ズ ):7 RREK X 的 第 (i,j) 元 zij. Æ Z = (zij(t))mxn, 即 2 的 所 有 元 素 都 是 t 的 
一 元 函数 , Wicd 


ン 


/ @ る 11 dzin 
| 一 一 ... —= | 


dt | 
dZm1 dZmn 


$1.11 知 降 微 商 ・ づ 7・ 
0 


在 知 降 微 商 中 , 下 面 的 转换 定理 是 一 个 重要 工具 . 
定理 1.11.1 (转换 定理 ) 设 久 = (zxij) MY = (yj) RIA mxn Ml px qE 


oa 2, CBD BMA px m, n xg,pxn 和 和 m x qa WHE, 它们 可 以 是 XX 的 函 

„~ OY 

Lij 

9 ou / / / ・ ・ 

( ) Ox =A'E Eij(p x q)B ees 1 = 1,---,p; j=1,---,q 

正明 记 e; = (0,-- -,0)’, Ble; 是 第 i 个 元 素 为 1, 其 余 元 素 缘 为 零 
ty to EL > AA Ae エロ L コー コーーー ee 1 i Ç 
WHE, 它 的 维族 由 上 下 文 而 定 , 则 Bij(p x gq) = eie 7 XE e: Ñ pxl, me X 
q x lei4ei = aij, XE e; X p x1, M ej H mxl. 

因为 


e, (4 万 十 CE;,D)e 
一 er Aeies Bel + ekCeje: De; 
= ¢,A’exe, B'e; + es Deres Cej 
= = €;(A’exe; B+ の e,e,C)e, 


一 = ei( A’ Ex B’ + DEikC)e;. 


OXij 
By、 
(a } = er(APi;B + CE;; D)e 
Lij / kl 
= ei (A Ey, B’ + DEinC )e;- (1.11.1) 
但 另 一 方面 
oY ) Yki (Su) 
(Sen g ry = OX J, (1.11.2) 
由 (1.11.1) 和 (1.11.2) 我 们 得 到 
0y \ / 
(x ) (A Ep B 十 DEikC)ei, 
ij 
也 就 是 
Yki 
OX 一 A E 1B’ + DELC 
即 AAM 从 (2) 推出 (1). 定理 证 毕 


AT IN SA Fe Bie Fe DL AY TS a AB. 下 面 我 们 通过 这 两 类 函数 的 求 导 , 说 明 
EEUNA 


Pl - aa = yt a yl paa rata 一 Ss poe = eee “ 
例 1.11.3 Ü AX nxm BER, X Amxn BK, 则 一 


Xa 
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、 Orr4 9 の /~ Do WAX) ii 
因为 
ーー ーー Aki; (m x n) 
ij 
由 转换 定理 , 得 
ea A E;;(n x n) 
代入 (1.11.3), 则 有 
"ーー 一 > A’Eu(n xn) 一 A' 》 Pi 人 n x 2) = A’. 
2 王 1 4=1 
se at eh) 4 ゝ 
ANTR 我 们 本 来 需要 求 ADs pa eA ALE. 应 用 转换 定理 我 们 
把 问题 归结 为 对 AX 
全 | 1.11.4 oh XABASH mxn, nxk Fl kxm ge, pj そろ ーーーー ー ル p/ 
、 atr4XB 9 (Ü Ə(AX B)ii 
WH — 3x ax (Saxe) - E > OX | (111-4) 
因为 , | 
AXB 
— AE,(n x k)B, 
Oxi; J 
依 转换 定理 
AXD) A’ ij (m x m)B’ 
代入 (1.11.4) 得 
HrAXB m 
ULLAA — > A'Eulm x m)B’ ーー ARB. 
ax 一 
a otrX’AX 
ae 、 ee aT tr メソ ae 
xAx 
(2) BEA X m x m HE, XH nx m Be, HY ニニ ーー ニテ (4+ 4) 
ST ロロ /NOV HH /1\ 的 证 明 类 似 以 下 只 证 /1\ 0X ) 
bl. a) TH UJ Hy AUA ANY A, 1 ANALAWL/ AJU 
/ m xX! 
ce AN) - ` AX AE a, (1.11.5) 


OX 


41 
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因为 
ox OX AX iy AX + X"AE;;, 
OL i; 
利用 转换 定理 , 得 
OX AX L AXE, 4 AXEL, 
OA ーー 
代入 (1.11.5), 我 们 得 到 
Otr(X’AX) SA. on 
— デー ゝ (A X Eu + AXE;,) = = (4 + A)X. 
UA 2 ニュ 
证 毕 . 
为 了 导出 另 一 个 例子 , 我 们 先 证 如 下 引 理 . 
引 理 1.11.1 ik A(x) Anxn 可 道 阵 , 其 元 素 为 单 变量 r HMR, Alc) 表 
示 A(x) WERE, 则 
dA-! 
dA (e) - = 一 4 一 (Z) 一 一 一 = ) 4 Aq? (a). (1.11.6) 
ar 
正明 对 矩阵 恒等式 AH (2) A(z) = In 两 边 求 导 数 , 我 们 得 
dA“) a ii A) - 0 
由 此 立 得 (1.11.6). 证 毕 . 
例 1.11.6 i A X nxn FE, X X nx mR, X’AX 可逆 . 则 
Otr(X’AX)~} eg 
ーー マー デー = —-ZAA(A AA ~ 
. Otr(X’AX)7! ー 一 O((X'AX)-);; 
利用 引 理 1.11.1, 有 
9(X74X) yray -10X AX ーー 
8z。 ー( ) Oey ( )-1 
-(X'AX) HE; (n x m)AX + X'AEj(n xmm)](X 4X)-1 
= —(X'AX)' E}, (n x m)AX(X'AX)7} 
—(X'AX)- LX AR, (n x m)(X'AX)7}, 
由 转换 定理 


O((X’AX)~") 4 _ 


aX A X(X AX 71 Ei;ii(m x m)(X’AX)7! 


—AX(X’AX) tE! (mx m)(X’AX)-!, 
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代入 (1.11.7), 得 


YY) 
fru 


Otr(X'’AX)} ーー タマ ルン シル 4 Nm1 NT a 
ーー ーー モー えば 气 ii(m x m)(X’ AX) 


~—A'X(X'AX)7} 5 Ey, (m x m)(X’AX)7} 


i=1 


= —2A’X(X’AX)~?. 


证 毕 
“eae th が ーー で ロロ ロロ A TITE Ae ye Mb TE スラー beh bo エン ロー チー ロゴ 
PU MERA ブー ドド すけ は ETI DOT WY AY AF UTP AKA JR 
EPH 1119 Hasal VN WHA VY hA Yemyv on SERA mV eS... V 
J lem tet dee X U \4 ds nA tb. i \927) ノリ He A 16 ALP WY £ AY AUR Jij A~ 
ERRE X 的 函数 , 则 
ðu (0 OYij (1.11.8) 
ƏX 4~\ay),, ax’ eed 
ij > 7 ?7 
も 2 表示 矩阵 ごと 的 (。.) 元 , 根据 复合 函数 的 链 式 求 导 法 则 , 立 得 
ðu _ (Ou) - ( ðu Əv | Ly (2L) ei 
OX Oz J ー \ OY; OZ | ー 2 OY ) ij OX 
例 1.11.7 设 X 为 nxn 可 道 方 阵 , 则 
OdetX 
= detX.(X™). 
aX detX -(X~*) 
正明 由 行 列 式 的 Laplace 展开 (見 定理 3.1.1), 
detX = > wig Ais, 
ォ ー1 
行 和 第 7 列 删 


这 里 AG; HXW (ii) 元 的 代数 余子 式 , BA Mi; 表示 将 X 的 第 i 
1) 人 サ 7 Mij, 因为 Ai; 与 Tij TEX, 于 是 


去 后 剩 下 的 子 阵 的 行列 式 , 则 Ay = (- 
OdetX  /ðdetX\ 4 J “ay 
例 1.11.8 i$ A X nxn FE, X Anxm BK, A XX'AX 可逆 . 则 


Olndet X’AX Lal AN キテ ケア ュ テア A キテ ュ 
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正明 W Y = X’AX. 由 引 理 1.11.2 和 例 1.11.7, 得 


LLLUUUSLY LAA L (LA LS 二 
OX detY OX 


ーー 1 ゝ (O), OYij 
detY OY ; OX 


= oe \ — = WA ae 


1 
S dety: yy ovis 


detY 7 OX 
yy 1 OX AX Jaz 14109 
= 2% AX) r (1.11.9) 
因为 
X'AX 
= F}; AX + X'AEy;, 
Tij 
由 转换 定理 , 得 (XAX) 
X'AX)iy _ 
a =A X Fij 十 AX E;, 
AW) (111 a\ か I 
INAN ttj, FOIA 
Olndet X’AX 
So AX A X By + AXEL) 
ij 
= AX X (XAX FE + AX 》 (X'AX); E} 
27 27 


= A'X(X'AX)-1 + AX(X’AX)7} 
= (4 + A)X(X'AX)-1 


证 毕 . 
例 1.11.9 WAX MBNA mxn, nx kH kx m HK, A AXB 可逆 , WU 
Olndet AX B ] 
ーー A'(B'X' AYR. 
ðX / 


证 明 方法 类 似 于 例 1.11.8, 留 给 读者 作为 练习 
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征 阵 秩 的 概念 是 由 Sylvester 于 1861 年 引进 的 (Mirsky 1955, p.136), 它 是 矩阵 
的 最 重要 的 数字 特征 之 一 . 本 章 我 们 将 讨论 有 关 和 矩阵 秩 的 一 些 重 要 不 等 式 . 


£9 1 Od UL F AG Rac Be oy es Et oe WE rE. co の tnt Co 9 人 HH YS GRA th AAG RED GA 

34-4 SRU J AL PRIA Seep ee, 394-4 TH 34.9 HEPA J PY TH | AL HL 
的 不 等 All Svivester 定律 obenius AZES: 89 4 iti rY We Ke th PEM A E 
式 : 在 本 章 最 后 一 节 , 我 们 给 出 了 估计 一 个 矩阵 秩 的 下 界 的 两 个 不 等 式 


82.1 基本 性 质 


定义 2.1.1 AM 4 的 秩 定义 为 它 的 行 (或 列 ) 向 量 的 极 大 线性 无 关 组 所 包含 
的 问 量 个 数 , Wy r(A). Æ AA mx n ERE, 4 r(A) = m 时 , 称 4 为 行 满 秩 ; 当 


wf A) — n Ht rt エル 为 列 满 秩 : wz of AN — A Bb チーー ド ーー いさ た A 
イコ ナー re WY, 代り 池下 4 大 方 タ WTA, リー ハー 时 称 fA 为 满 秩 阵 或 Hy 过 Pe. 
定理 2.1.1 (1) r(AB) < min(r(A),r(B)); 、 
(O\rfAL R< rl A: RY a rl A\ Lr PP 
いい アノ イリ さき デブ エイ D し イブキ テー メオ プア で すき イブ コ モリ TID) 


-B) < , 
证 明 (1) AH (AB) C (A), M(B'A) C MIB), 应 用 (1.1.1), 我 们 有 
r(AB) = dim (AB) < dim (A) = r(A), 
r(B' A’) = dim ( B'A’) < dim (B’') = r(B’). 


r Sb AAT 
FINAL, -A rG A1 


リー バレ IJAE 可 kL- 
(2) B r(A) = p,r(B) = q, H. gn … ,ap 和 bi,- , bg TIIN (A) 和 M(B) 的 
基 . 则 .H(A4:B) 中 的 任 一 向 量 均 可 由 gr,…・,g。, か 6。 线性 表示 . 于 是 
Ese INI J 1 AY | "rH ロ の 15 »“pr V1), ) の ZA IELAI. 
r( A-R\ —dim HIA-RB\ < ndy 
し イェ キュ オブ プリ LAA/ J Ty 
右边 不 等 式 得 证 . 


假设 A 和 BRA m x n ERE. WY 


443 = (an) ( $ ) 


于 是 MW(A+B) こ . を (4: ぢ ). 再 应 用 (1.1.1), 得 


r(A + B) = dim (A + B) < dim.( 4: 万 ) = r(A B). 
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定理 证 毕 . 
定理 2.1.2 r(AA*)=r(A). 
证 明 事实 上 , 我 们 能 够 证 明 如 下 更 强 的 结论 
- を (44*) = MA) (2.1.1) 
显然 , / ダ (44*) て (A), 故 只 需 证 
M(A) C M(AA*) (2.1.2) 
YF a | gS(AA*\ Wia AA* —O mt at AA*s, HA (12 ny 二 HB Ax, A 
BOW L We Jy wW U AA — V, AONI 6 AA U = ja ull =U. IARA aA US U, IL 
BN u L (A). 这 就 证 明了 (2.1.2). 定理 证 毕 . 
定理 2.1.3 (消去 法 则 ) 设 4 为 m xn 上 且 秩 为 7 AER, X 为 pxm 的 列 満 
Ke MY 为 n x g 的 行 满 秩 阵 , 则 
r(A) =r(XA) = r(AY) =r(X AY). 
正明 因 X 为 列 满 秩 , 定义 Q = (XX) 1X’, WA QX = In. MAH 
2.1.1.(1), 4 


r(A) = r(QX A) < r(XA) < r(A), 


FÆ r(A) = r(X4). 类 似 地 , 可 以 证 明 r(4) = (AY). 将 AY 视 为 A, 应 用 第 一 个 
等 式 , 即 得 r(A) =r(X AY). 定理 证 毕 . 
推 伦 2.1.1 BA Amxn Kh, PA Q 为 任意 的 mxm Al nxn We, 则 


r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ). 


82.2 Sylvester 定律 


っ と Te ANA RETT dA ee Ee er A CARP Bom Ao... itn Oe 2 eh ad 

FSS PY I カビ FF イ バ パロ リ イル バ ) BOS SOY ZPD SFINAEY] VA VOylvester xe Fe. EAE HY oyivester 
于 1884 年 首 先 症 明 (Marsaglia, Styan 1974b)， 后 来 人 们 给 出 了 很 多 种 证 明 

| DL YJ] HJ \ LVLCOL OOS LL UY vik エゾ! エリ ドブ ア 5 プア LJ プ ド ブ N WIA LO d IX A TT Aa Y] 


Marsaglia 和 Styan(1974b) 获得 了 等 号 成 立 的 一 些 充 要 条 件 
定理 2.2.1 (Sylvester EH!) HAM BARNA mxn nx l GK, 则 


` 


r(A) +r(B) —n < r(AB) < min(r(A),r(B)). (2.2.1) 


证 明 右边 不 等 式 已 在 定理 2.1.1 证 明 过 . 下 面 证 左边 不 等 式 . IERE 4 应 用 
定理 1.5.2, 存在 可逆 陸 P 和 Q, 使 得 


pag=( 0 
vv Vy} 
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这 里 上 = 7(4). 再 应 用 消去 法 则 (定理 


& 
d 


-7(( °\p), (2.2.2) 
\\ 0 0 , 


其 中 D = (dij) = QB. 将 其 分 块 为 


于 征 , (2.2.2) 变形 为 
r(AB) = r(Dj), (2.2.3) 


问题 归结 为 求 (D1) 的 最 小 值 . 

因为 @ 为 可 道 阵 , 所 以 7(D) = 7(B). ÆW q = 7( ぢ ), WOH nto BORK 
线性 无 关 组 含有 g 个 向 量 , 当 这 ? 个 线性 无 关 的 行 位 于 D 的 最 后 ? 行 时 , r(D1) 达 
到 最 小 , 此 时 Di 的 t 个 行 中 至 多 含有 n 一 g 个 线性 相关 的 行 向 量 . 也 就 是 说 , Di 的 ? 
个 行 中 至 少 含有 t 一 (n 一 gq) 个 线性 无 关 的 向 量 , 即 7(D1) > t+q—n =1r(A)+r(B)—n. 
结合 (2.2.3), 定理 得 证 . 

fe PK, 我 们 建立 (2.2.1) 式 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 为 此 , 先 证 明 几 个 引 理 . 


引 理 2.2.1 对 任意 的 A” 及 可 以 相 乗 的 A C. 
(1) r(AB, (I — AA~)C) = r(AB) +r((I — AA- \C) ; (2.2.4) 
ーー BA \ 
(2)r{ ティ r(4) 十 7(C(7 ー A-A)). (2.2.5) 
\ CU 一 4 A) / Í 
WEAR (1) 不 难看 出 , 我 们 只 需 证 明 
H(AB) N M((I — AA” )C) = {0} (2 2 6) 
设 zo 属于 等 式 左 边 . 则 存在 向 量 i 和 t. 使 得 
WA yX wy / 4 AN ALAS H “LI ŒE と 上 WH と グッ TT 


zo = ABt, = (I — AA” )Ctz. 


用 7 - AA ERER, 得 (7 - 44~-)C。。 = 0, 即 zo = 0, 这 就 证 明了 (2.2.6). 
(2) 的 证 明 与 (1) 类 似 . 从 上 略 . 


引 理 2.2.2 对 任意 的 4- 和 B-, 有 
(1) 7(A:B) ーー 7(4) 十 7((7ー AA7~)B) 


N 


wee” 


| 
te 
by 
ES 
十 
之 
SS 
© 
No 


§2.2 Sylvester 定 律 


(2) T | h ) = r(A) +7r(B(I — A7A)) 


= r(A(I — B~B)) + r(B). 


证 明 ”应 用 消去 法 则 (定理 2.1.3) 和 引 理 2.2.1, 我 们 有 


r(A:B)=r Go ( “ee )) = r(A:(I — AA7)B) 


= r(A) 十 7(7ー AA7~)B). 


Te. ? fiw cy me Te 


类 似 地 , 可 证 (2.2.7) 第 二 等 式 及 (2.2.8). 证 毕 . 
引 理 2.2.3 HAA nA, BANG, 那么 对 任意 的 4- AB, 


/ 0 し 
r = SrA) +r(Bil—A A) 
(B な / 
\ T-BB- ] `’ 
\ / 
=r(A)+7r(B)+r( — BB) — A A) 
=n+r(AB). 
WEAR 应 用 (2.2.8), 得 


'( p i) = r(0:A) + r(B:T)(T — (0:4)~(0:4)). 


因为 | ) 是 (0:4) 的 一 个 广义 道 , 于 是 
a fon‘ / 
ー (0:4) (0:4) モニ ナー | ーー | (0:A) 三 | 
\4~ \ 


代入 (2.2.13) 即 得 (2.2.9). 类 似 地 , 可 以 证 明 (2.2.10). 


nv | (2.2.7), 有 


PLINY (Seas 
r(B:I — A~A) =r(B)+r(I- BB-)(I-A_ A), 
结合 (2.2.9), 得 到 (2.2.11). 最 后 用 矩阵 恒等式 


(1 411 A\( 7 o \ -=( -4 人 ° | 
o 7 P I B TI 0 I 
\ 4 JN 人 


エア tn J \ 


. 45. 


(2.2.8) 
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及 定理 2.1.3( 消 去 法 则 ), 可 得 (2.2.12). 引 理 证 毕 . 
下面 的 定理 建立 了 Sylvester 定 律 中 等 式 成立 的 充 要 条件 . 


定 理 2.2.2 在 Svlveste er Pe 定律 中 yb E seo bh A A 一 和 パー 右 
ァ テー L wJ Vw 人 に F デ 9 A BAA Hy pea) g 
(1) r(AB) =r(A)+7r(B) 一 を (I — BB~)(I — AA) =0; 
(2) r(AB) = r(A) += (Bi — A7 A) 为 行 满 秩 ; 

/ \ 

A 

3) r(AB) = r( B) <=> 为 列 满 秩 
(3) r(4B) = r(B) Cap) 
rh 911\ HN 919\ 4h78 (1). h 990) 1 (99019) Hee 9). BE rh 
Hy ・ 人 エエ リ TH SAS) FLTRTE PS (1), 円 いで の ジリ イロ の な エ る / Tet (4), Bevo, wo 


注 “在 本 定理 中 , 结论 成 立 与 否 , MIRE) SOMA. 也 就 是 说 对 某 一 个 4- 
与 B-, (I — BB-)(I — A-A) = 0 则 对 一 切 其 他 4-,B-, 该 等 式 仍 成 立 . 


上 市 的 Sylvester 定律 是 关于 两 个 矩阵 乘积 的 秩 的 不 等 式 , 这 一 节 我 们 要 讨论 


hy yA 个 矩阵 积 的 秩 的 不 等 式 Arh Benhanine 于 1061 ÆC HH Hha / 1: 
HJACH J — 1 ムリ イリ イイ D A MA Frobenius LgUL “PF "JHJ Wiatoagila 


和 Styan 1974b). 
我 们 先 给 出 一 个 引 理 . 
引 理 2.3.1 对 任意 的 (AB) 和 (BC)- 


/ 0 AB \ 


HE 


"\ BC OB } = r(AB) + r(BC) + r((I — (BC)(BC)~)B(UI — (AB)~(AB)) 
(2.3.1) 
= r(B) +r(ABC). (2.3.2) 
证 明 ”应 用 与 上 节 (2.2.11) 证 明 完 全 同样 的 方法 可 证 (2.3.1). 而 (2.3.2) 由 消 
去 法 则 (見 定理 2.1.3) 及 下 面 的 恒等式 导出 
/7 -4\/ 0 AB\{ I 0\ [ -ABC 0 \ 
Uo I }\ Bc B }\ -c 1) \ 0 B | 
由 引 理 2.3.1, 立 即 可 得 到 下面 的 定理 . 
定理 2.3.1 (Frobenius) 


r(ABC) > r(AB) +r(BC) 一 r(B), (2.3.3) 


ASS MIL AER EY (AB) 和 (BC), 


w 
| 
Oy 
Q 
by 
こう 
V 
w 
| 
> 
& 
R 
3 
| 
© 
Ww 
co 
> 
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注 1 由 (2.3.1) 知 , (2.3.4) 成 立 与 广义 道 (4B)- 和 (BC)- 的 选择 无 关 . 也 就 
钙 说 , ATF FY SC (AB) 和 (BC)-, (2.3.4) 成立 , 则 对 所 有 的 广义 道 (4B)- 
和 (BC)~, (2.3.4) 也 成 立 . 因此 , 定理 2.3.1 的 后 一 半 结 论 可 叙述 为 : 若 (2.3.3) 中 
FERL, 则 对 一 切 (4B)- 和 (BC)-, (2.3.4) 成 立 ， 反 过 来 , 若 对 某 两 个 特定 的 
(4B)- 和 (BO)-, (2.3.4) 成立 , 则 (2.3.3) 等 号 成 立 

注 2 若 不 考虑 (2.3.3) 等 号 成 立 的 条 件 , 不等式 (2.3.3) 有 多 种 证 明 . 下 面 给 


出 一 个 较 简 单 的 证 法 . 


UL DY, AGRE A AN gz VW n fe seo AER /mF omaro D mm 
WAR DAT Art KEP, ワリ ノー L BY D TAWA AF UU FE EE 1.0.0), D = LL, 
这 里 Di Al De Ito xtA x] EE A rD =r.) —+ RI Gvlvector GE 
a, エス m A$ ゴリ ノリ oN Uv TH と ALP, Ch J IEZ) し ELIT ト kJYIVCSUCL 人 に 
pi 
律 , 有 


r(ABC) = r(AD, . DC) 
> r(ADı) +r(D2C) -t+ 
之 r( AD; Dz) + r(D,D2C) 一 r(B) 


= r(AB) + r(BC) — r(B). 


FERPA TE A 和 B, 定理 2.1.1 证 明了 
r(A + B) < (AiB) < r(A) +r(B). 
EWER T GE r(A + B) 的 上 界外 , 还 将 导出 它 的 下 界 . 为 此 ， 先 给 出 如 下 引 理 . 
引 理 2.4.1 B AMB AANER, 则 对 (4:B)- 和 | É ) 的 任 一 选择 ， 


( ° A B 1 
が 4 A QO — m{ A /A | of 站、 /nN A 14\ 
\BoO BJ NA 
\ / 
ー 7(4) +r(B) 十 7(4 十 万 ), (2.4.2) 
其 中 
/ /a\(a\N\(4 0° 
Q=|I- I — (A:B)~(A:B)). 2.4. 
。 | 。 o p EAB) (AB). 243) 
siEHH vr (921) 中 田 
Wi. 7 J £ (4-9.1) T/R 
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分 別 代替 AB, BC 和 B, 便 得 到 (2.4.1) 和 (2.4.2). 
注 设 4 和 已 为 mx 矩阵 ,这 相当 于 用 


. A 0 In 
win (5 


分 別 代替 (2.3.1) 中 的 A, B 和 C. 证 毕 . 
定理 2.4.1 BA, BAR GEE, 则 


{A \ 
r(A: Ns | 一 7(4) 一 7( ぢ ) 
/ ANS (2.4.4) 
<r(A +B) me | }) ー 
B 
r(A)+r(B)-c-d<r(At r(A) + r(B) — max(c, d); (2.4.5) 
r(Q) < min(c,d), (2.4.6) 
XE Q 由 (2.4.3) HEX, 
c = dim( M (A) NM (B)), 
d = dim( M (A) N M(B')), 
FFA, (2.4.4) 或 (2.4.5) 左辺 等 号 成立 < Q = 0, 而 它们 任 一 个 的 右边 等 号 成 立 
<=> r(Q) = min(c, d). 
证 明 由 (2.4.1) 和 (2.4.2) 得 
/ 4 \ 
r(A+ B)=r(A:B)+r し p | —7r(A) —r(B) +7r(Q). (2.4.7) 


や ビー や » 


由 此 立 得 (2.4.4) 左辺 . 再 应 用 定理 1.1.1, 得 


r(A:B) = dim (A:B) = dim( M (A) + M (B)) 
= dim (A) + EAB) dim( M (A) N M(B)) 
= r(A)+r(B) - (2.4.8) 


类 似 地 , 可 以 证 明 
r{ 4 ) = r(A) + r(B) — d. (2.4.9) 


PJ 
综合 (2.4.7), (2.4.8) 和 (2.4.9) 得 到 


r(A+ B) =r(A)+r(B) —c—d+r(Q), (2.4.10) 
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于 是 (2.4.5) 的 左边 得 证 .从 (2.4.7) 和 (2.4.10) 可以 看 到 , (2.4.4) 或 (2.4.5) 左边 等 
号 成 立 を >@ =0. 
设 A,B RAmxn W, 则 


因为 


| 
(4 (4)) eam 


// 。N Lar / 。\ 
すす # U キー トー し | * | (9 4 19) 
PP PON By ` / 
\\B/\B)) \8) 
将 (2.4.12) 代入 (2.4.11), 并 利用 (2.4.9), 我 们 得 到 
/ 4 \ 
r(Q)=2m-—r | | 
\ 了 3/ 
= 2m-—r(A)—r(B)+d 
<q (2.4.13) 


类 似 地 可 以 证 明 
r(Q) <c. (2.4.14) 
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这 就 证 明了 (2.4.6). 由 (2.4.6) 和 (2.4.10) 可 推 得 (2.4.5) 的 右辺 , (2.4.4) 和 (2.4.5) 
的 右边 等 号 成 立 的 条 件 是 显然 的 . 定理 证 毕 . 


推论 2.4.1 (1) r(A + B) <r(A:B), 等 号 成 立 > d = r(Q); 
4 
(2) r(A+B) <r( B ) SS MI 4> c= rR), 


其 中 Q 由 (2.4.3) 所 定 文 . 
证 明 由 (2.4.7) 和 (2.4.9), 得 到 


r(A+B)=7(4:B)+7(Q)— 


类 似 地 , 由 (2.4.7) 和 (2.4.8) 则 可 得 


fan 
(At R\—rl A Vane 
イミュ ジリ ナー』 THUS) し > 
\B) 
SEA /9 4 RY Brae 7a 
Ho aU Jo VALS -H VO Ves nL 
82.5 其 他 


本 节 将 讨论 两 个 不 等 式 , 它们 各 自给 出 了 复方 阵 秩 的 一 个 下 界 . 这 些 下 界 仅仅 
依赖 于 矩阵 的 元 素 , 因而 运算 简便 , 在 不 需要 计算 出 矩阵 秩 的 精确 值 的 情形 , 有 其 应 
用 价值 . 


0 
在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 约定 = = 0. 
定理 2.5.1 设 4=(ai) 为 n 阶 方 阵 , ic 
7 ル 
9 =X lg | 
j=l 


证 明 “因为 用 一 个 不 为 零 的 数 去 乘 矩阵 的 一 行 并 不 改变 它 的 秩 , 因此 不 妨 设 
ax, >0, A S;=0 M1. 这 样 一 来 , 我 们 的 问题 归结 为 证 明 


r(A) > tr(4). (2.5.1) 


Ar tE ntl 


若 记 A1(4),…,A。(4) 表示 4 的 特征 值 , 見 
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tr4 = > Az(4) < > (4)| (2.5.2) 


依 GerSgorin 定理 (見 定理 4.8.1), 对 4 teat A(4), 存在 (1 <i <n) 
使 得 


[A(A) — aii| < Si — aii <S 1 — ay. 


Tæ 

MA) <1, i=1, n. 
因而 > Is(④| < 4 的 非 零 特征 值 的 个 数 , 也 就 是 y(4). 结合 (2.5.2) 知 , (2.5.1) 得 
UE. 定理 证 毕 


定理 2.5.2 i A = (aij) = (Qa1,…,an) Wn MAK, 这 里 a1,…,an WEY 
n 个 列 向 量 . 则 


re. rr s t bee 


阵 的 一 列 并 不 改变 它 的 秩 , 我 们 可 假设 ata; = 


-一 人、 
D 
Cn 
Go 

eee” 


其 中 Ci = (0, n. , 0, 1,0, ーー っ 0) ) 这 里 1 为 第 2 个 元 素 . 假设 r(A) = k k, ARZ ク 么 我 们 可 以 
找到 k 个 标准 正 交 化 向 量 yp1,…, yx, 使 得 
Ap op) = MA). 


ん 
= X (jas) Pj, 
j=l 


应 用 Cauchy-Schwarz 不等式 及 条 件 Qi Qi = > の a|? = 1, 得 


f 


n n k k 
S“ jeta < Y> (oar) i eos? 
j=l ; 


i=l i=1 


E 
= 2_ 2_ le; yil? -> ge = = r(A). 


fed 
| 
= 
eS 
i 
= 


(2.5.3) 得 证 . 定理 证 毕 
LLa. ゴー・ 


wwe ws tt J | 4 
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S3.1 定义 及 基本 性 质 


定义 3.1.1 n 阶 方 阵 4 = (aij) 的 行列 式 是 一 个 数 , 记 为 det4, 定义 为 


det4 = ` (—1) Croin) aii, Api; Onin; 
(irsin) 
其 中 (な 表示 排列 (issin) BRAG 和 号 YO 表示 对 1,2,…,n 的 
(i1, in) 
一 切 排列 求 和 . 
行列 式 有 如 下 性 质 : 


(1) detA’ = detA; 


k k 
det [I A; = [I det A;, 
1 二 1 i=l 


det(c4) = c"det A; 


(3) 互 换行 列 式 的 任意 两 行 (或 列 ), 行列 式 变 号 ; 
(4) 用 数 乗 行 列 式 的 茶 一 行 (或 列 ), 等 于 将 行列 式 乘 以 该 数 ; 
(5) 閣 行列 式 的 一 行 (或 列 ) 乘 以 一 个 数 , 然后 加 到 另 一 行 (或 列 ) 的 相应 元 素 


4 Bl =e A ARAB 
IJ 7 ISNHI LE’ I うつ) 


(6) 莉 行列 式 中 有一 行 (RM) 所 有 元 素 全 为 零 , 则 行列 式 等 于 0; 若 行列 式 有 两 


NA Td FA LT US Z A a/ 


ÍT ( 或 列 ) 对 应 元 素 都 相同 或 成 比例 , 则 行列 式 为 专 ; 


(7) 若 行列 式 的 第 ? 行 (或 列 ) 的 所 有 元 素 均 可 表 为 两 项 则 该 行列 式 可 表 
为 两 个 行列 式 之 和 , 它们 的 第 i 行 (或 列 ) 人 式 的 第 i 行 (或 列 ) 


的 两 个 加 项 , 而 其 余 行 (或 列 ) 均 与 原来 的 行列 式 相同 . 


Xt n 阶 方 阵 A = (ay), 记 My 为 去 掉 4 的 第 ? 行 和 第 7 APR n- 1 阶 
方 阵 的 行列 式 . 则 


Aij = (1) TM;; 


33.1 定义 及 基本 性 质 ・99・ 


定理 3.1.1 (Laplace 展开 ) 


n Hr o 
W 4 | deta =k, 
2 Vij Aky = ye 
j=l 0, AY t Æ k, 
-下 
AA 
n 6 + . 
detA, Æ j= k, 
Qij Aik = ーー 
i=1 0, At J Æ k, 
Al dot A ETT ah IT —4 Ah GAARA EAB EH a r h Doe A Zw e h -> 
AF Mewa YT J GAIL TJ WAZI) WBF i JG AR DT AJ FAN PLAY RANT AHY ISIS” KZ 
M. 另 一 方面 , 4 的 任 一 行 (或 列 ) 的 每 个 元 素 分 别 与 男 一 行 ( 或 列 ) 对 应 元 妻 的 代数 
pe AS HA IJ A2 J) WB I JUR ASTI IS 1) A2) MN ELIUAR HYI NZX 


余子 式 的 乘积 之 和 等 于 零 . 
定理 3.1.2 (Binet-Cauchy) it AM BEJA mxn Al nx m BK, 则 


| 0, Am>n, 
det A - det B, +E m = 
det AB = m= 2 
| m \ j N 
| 3 detA | | J| 1 a 
1< < <im&n /1 JIm m 
AGMm<nN, 
/, \ 
++ et, A / 41 - lt \ —e — エキ 。 A 上 An A tre jee - TI つこ 7 Bho ヨク ロ ェ エド 
SEANG j J 不 田 A R tiser, be ITUR 2)… Jt WSO MNP FR ZA PY, . 
1 た 
的 子 阵 . 
下 面 的 两 个 定理 在 后 面 的 讨论 中 多 次 用 到 
定理 3.1.3 将 方 阵 A 分 块 为 
, { Au, Ar \ 
A= 


) 若 4 11 Az, 出 detA = det411det45。 1; 
(2) Æ Ago 可逆 , 则 detA = det A22det Aj; 9, 
其 中 Ai1.2 ーー Ait ーー A192 4 A Aso. 1 二 = A 


/ ー AN Z , , NA ニー —] 4 \ / \ 
( ! 0 \ f Au Ar \f 1 A A (4 0 \ 
\ ー451 Aj, I J \ Aa A \ 0 I 0 422 1 三 
HEAD APIA /NN 
FAA HJ WE HA (2) 
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定理 3.1.4 BAA BAA nx m Al mx n eK, 则 


此 即 推论 1.2.4. 
S3.2 半 正 定 隆 之 和 的 行列 式 
n A Tee D ヒレ vo AT a a LL TT Hd SL SA Ke MO 1 Ah4 ， D ALLAR LLOC 
设 4 和 B BAA EEH Hermite 阵 , 本 和 将 讨论 有 天 det(A + B) 的 各 种 不 
Age —)- 
af IN. 


det(A + B) > detA + detB, (3.2.1) 


等 号 成 立 二 > A=0 3 B=0 Bt det(A + B) = 0. 
正明 根据 定理 1.4.1(2), 存在 西 阵 忆 ,使 PBP*=A, HP A=diag(A1,---,An), 
` Se SAn SOW B 的 特征 值 ， 因 为 det(4 + B) = det(PAP* + A), detA 


= det PAP*, detB = detA, H. PAP* œ 0, 故 不 失 普 記 性 , 我 们 可 假设 B= A. 
将 det(4 + 4) 展开 , 得 


det(A+A)=detA+S Aidit 》 AAgdig +--+] [Ai (3.2.2) 
i=1 l<i<j<n i=l 


其 中 di, 表示 4 中 剔除 第 i1,--- in 行 和 列 之 后 FI F Tr Ae 行列 式 , 因为 4 
> 0, 故 所 有 的 di > 0( 见 定理 1.4.2(5)). MA detB = Tl ri, 从 (3.2.2) 我 们 得 到 


2 王 1 


det(A + A) > detA + det A. (3.2.3) 
于 是 (3.2.1) 得 证 
现在 证 明 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 充分 性 是 显然 的 , 以 下 证 必要 性 , 分 两 种 情况 
(1) Æ detB # 0, 此 时 每 个 Xi A 0, 从 (3.2.2) A, 在 (3.2.3) 中 等 号 成立 , 必 有 
di,...i, = 0, 对 一 切 in, +++, ie. 特别 当 =n 一 1 时, diin 就 是 A 的 对 角 元 . ROM 
证 明了 4 的 所 有 对 角 元 为 夫 但 4>0, 故 4=0. 
(2) Æ detB = 0, 耳元 0, 此 時 至 少 有 一 介 di 40. 因 所 有 diin > 0, 但 从 


(3.2.2) 知 , 至 少 有 一 个 dij..i, = 0. A A È O, 根据 定理 1 1.4.3(5), A 不 可 能 是 正定 的 ， 
于 是 detA = 0. 因为 我 们 假设 了 det(A + B) = detA + detB, 所 以 , det(A 十 B)=0. 


— ロン 


ub. 
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注 1 这 个 定理 有 很 多 证 明 方 法 , 此 处 证 法 取 自 华罗庚 (1955). 
推论 3.2.1 it Hermite 阵 A Al B EHETE, AH A> B, EI A-Boo. m 


detA > detB. 
WAR it C=A-—B>0. 因此 detC >0. 应 用 定理 得 


detA = det(B+C) 2 detB+detC > detB. 


TEK 
ube 
为 了 进一步 讨论 的 需要 , 我 们 现在 引进 Schur 补 矩 陈 的 概念 
Ed ーー ンー rr WW a UL FN VAL TT AC FH G 
定义 3.2.1 KFE 4 分 块 为 
411 Ái 
有 
\ Agi Age J 
当 An 可 逆 时 , 称 方 降 
422.1 = A22 — 421411 415 (3.2.5) 


为 Au 在 4 中 的 Schur Ab Fe RE, faj PK Schur Rh, thi 


D 
bo 
ト う 
p= 

| 

a S 
D 

D 
pet 
| 一 
ーー 

プー へ 
こう 
トウ 

(か) 

ーー 


(2 l A Y Hermite MEH A., > 0 则 4>0< (A/A) > 0: 
(3) detA = det411det( 4/41」). 


o ALJ 


证 明 (1) A A> OPT An >0, 故 我 们 可 在 假设 4 > 0 下 , 证 明 本 命题 . A 
为 An 可逆 , 故 


\ LA, 0 1 


| | il 2 (1 e112 | | colt Y 
\ -AnA IJ \ Aa A2 / し 0 I J} \ 0 (AfAn) J 
(3.2.7) 
应 用 定理 1.4.3(4) EN, A > 0 <= qiag(411， (A/Ai1)) > 0 < A > 0 和 (A/Aii) 
> 0. 
(2) 的 证 明 与 (1) 类 似 . 
(3) 为 定理 3.1.3 (1) 的 另 一 种 叙述 . 
引 理 证 毕 . 
由 引 理 中 的 (3), 立 即 得 到 
det(A/Aii) = detA (3.2.8) 


类 似 地 ， 右 422 可逆 , 则 可 定义 Ago 在 4 中 的 SChur Kb 


ア A A \ A A ォ ーー 1 a 
(44/422) = A11 — 人 45 4 っ 5 A21, 


于 是 , 我 们 有 

コム +/ 4 / 4 \ det A 

UCU 1/1122) ーーー Jat A 

det Ago 

引 理 3.2.2 iF 

, / Au A12 \ / By Bye \ 
A= > j, B=| | 
\ 421 Az / \ Bar Boo J 


告 为 mtn 阶 Hermite 阵 ， 其 中 Ai 和 Bıı 为 m 阶 方 阵 ， A A 之 U, B 之 0. 
Ai, > 0, Bıı > 0. 则 


((A + B)/(Ai + B11)) > (4/411) + (B/ B11). (3.2.9) 


A+B= | Au 十 Pi Ar + By ) 、 
An + Boy Az + Boo | 


All + Biz > 0. 


((A + ぢ )/(411 + B11)) 
= (A22 + B22) 一 (Aoi + Boi)(Ai + 1) (412 + Big) > 0. 


于 是 
((A+t p)// 4 LRN [A/A (DID 
1 イセ ジロ ルー (44/41) — (2/11) 
= Ag Aj) Are + Bor By Biz — (Aoi + Bo (A + Bu) HA + Bro) 
1 12 21 1 i2 \ い エク 21 “i 21 用 エエ 1 T jij) \4412 T #12) 
= (A21:B21) | An — (Au + Bu) ー( 41」 + Bu) a | | 412 ) 
、 ー( 41」 + By,)7! By — ー (Ai, + B11)! J \ Br 
= (A21:B21) | (Ai. + An By An) H(I — Aun By!) Ana 
= : 11 11 11 — Ai 
-B An ー ON Bi 
= 0 
在 最 后 一 步 , 应 用 了 恒等式 (An + An By, Au) = Ag — (Au + Bir) 引 理 
we EY 
L.T 
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定理 3.2.2 i AA B Ala Hermite 阵 ， 


/ 4 4 \ / B B \ 
4 | 41 4112 | >0. jp ニ | 11 12 ] >0. 
\ Aoi 422 J \ Boi B22 J 
TA yn わこ n SH A, 所 万 BAH Tl 
EH Ad > U, Du > U, A An J D RATIH 入 | 
A+B detA det B 
_det(A+ B) _ > 十 l (3.2.10) 
det(411 十 Bıı) det Ai1 det B11 
证 明 ”应 用 (8.2.8), 引 理 3.2.2, 推论 3.2.1 及 定理 3.2.1 得 


det(A + B) 
ーーーーーーーーーー = det((A+ B)/(An + B 
det( 4 + Bi1) € (( )/( 11 11)) 


detA det B 
十 = _ —_— 电 
det A 11 det ガ 1 ュ 


证 毕 . 
推论 3.2.2 (Bergstrom 不等式 ) if AM B 为 同 阶 正 定 Hermite 阵 . 用 4 


表示 剔除 4 的 第 ? 行 和 第 ? WSR POETS. JW 


ーー ロー リマ 


det(A + B) > detA | detB Ln 
det( A 十 Buy) det A(;) det Bii) 


注 2 根据 定理 1.4.3(4), 当 A, B 为 正定 Hermite 阵 时 , 它们 的 任 一 个 主子 阵 
也 是 正定 的 , 因此 推论 中 Aw 和 Buy 換 成 4 和 BER k 阶 主 于 阵 Alir, ie) 
Tr Mf: \ 2 Ae —b 71 ab b> 
WU D(t, tik) ANSFIRVIZAS OAL. 

Wr eee Pk DP RA A. SESE AME La i ee 

ノブ ツイ リサ ワラ イール ロッ HA PUN Ai AANA PP イエ AY 一 -一 IR ツ 1 J AJ er 

定理 3.2.3 ifn} Hermite AM BA AKIEUNW, H Ai > 0, B; >0,i = 
1, n 一 1 网 

22 一 1 . — \ / 7 一 1 d t4 
det(A + B) 2 det4 し 十 ` ーー \ det B し 十 ` deg | 
ーー Cus; i 
(3.2.12) 


+(2” — 2n) (det AdetB)*/?. 


正明 ”对 阶 数 n 用 归纳 法 . 4 n = 2 时 , 由 引 理 3.2.1(3) 得 


58 . 
显然 
det(41 + Bı) > det4」 + det By. 
再 应 用 定理 3.2.2, 
det A 
acti 


综合 上 述 三 式 , 命题 n = 2 得 证 . 


现在 假设 (3.2.12) 对 n x n 半 正 定 Hermite E A 和 B 成 立 , 又 设 4 
全 


(n+1) x (n+1) -4jIE Hermite 4 和 BAY 


id hn = A,B, = B. 则 由 引 理 3 


Me AL 4 
2.1(3) 得 


det(A + B) = det(An + Bn) -det((A 
= det(A + B) - det((A + 


而 由 定理 3.2.2, 有 


All A 
JJ 


行列 式 


det B 


Ant R. ? 
acti 


+ B)/(An + Bn)) 
B)/(A + B)). 


(3.2.13) 


detA detB 


det((A + B)/(A + B)) > 


det A 
対 (3.2.13) 第 一 


?一 dat 万 


~ | A; 
> et B; y 4 
det(4 + B) É det A (Itd tA, ? + det B UF det B, 


2 | 
十 (27 一 2n)(det Adet B)!/? | (sa 
_ de 
det 


因子 应 用 归纳 假设 ， on enaa 


auau pD’ 
aet D 


~ A. 
/ 7 一 1 。 NN 
Ja D / 4 \ detA; \ fon 
tdetB | 1+) gap; | + 2" 
\ i 二 1 “wei J 
, (4 4 de E) 
detA detB 
detB,\ detB 
== 1 4 tB 
= ati ( ve) + qe rAdet 十 de 
° (, 十 人 ` detA; \, ——detB 
全 detB, J" T s 


detA | 


十 (27 一 2n)(det Adet B)! ( 


\ detA * 


detB 
detB / 
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detA; detB j。 -~  detB; detA 5 ) 
det B; det4 detA; det B 


`~ 一 


f 


j1/2 /det4 det ぢ \ 
\detA ` detB J 


det B; detA 。 aB) 
a i 


at kL? SAAS mr, A telat ea Ott へ A oth a 
OLARRI A. MAY TPK: BIX a > 0,0 > 0, 対 一 切 0 く みく oo, 有 
b 
ax 十 一 > 2Vab, (3.2.15) 

HoT 
AY WE 

A > 2(n — 1)(det Adet B)!/2, (3.2.16) 
再 利用 几何 平均 与 算术 平均 不 等 式 , 有 


detA detB > っ 5 ( detA detB) < 
detA detB~ “\ / ` 


将 (3.2.16) 和 (3.2.17) 代入 (3.2.14), 得 到 


det(4 十 B) > detA (i + > detb; A + det B ( 十 Se 
CUD; 


eee” 


i=1 


十 [2n+1 — a(n + (det den By 


这 就 完成 了 归纳 法 证 明 . 定理 证 毕 . 


HA 29399 wt A _ TT WH AL へ D.A mi 
] 庄 ル し 9.4. 区 A 和 B 为 两 - 个 nl [sy Hermite PF, A > U,D >U, Wi 


记 上 式 第 三 项 整个 和 式 为 A, 应 用 (3.2.15), RTA A > 2(n — 1)(det Adet B)!/2. 代 


ALS, 命题 得 证 . 
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比较 不 等 式 (3.2.1) 和 (3.2.18), 我 们 看 到 , 对 正定 的 Hermite K, (3.2.18) 是 对 
(3.2.1) 的 一 个 改进 . 

推论 3.2.4 設 4 
> 0). 则 


vi. PA T ®ı rf 


BWA n by Hermite HH A>O0,B>0,A> BEI A-B 


Tre 


证 明 因为 4 > 0,B > 0,4 > B, 类似 于 推论 3.2.1 可 以 证 明 det A > detB :于 
是 (detA)! > (det By 2. 再 结合 (3.2.18) 式 , 命题 得 证 . 


正明 沿用 定理 3.2.3 的 记号 . 由 4 一 B > 0, 知 它 的 子 方 阵 4 - B > 0, 
i=1,---,n, 因而 detA; > detB;. 应 用 (3.2.12) 得 


! detB; 


det. A; 


det(A + B) 2 detA ( 1+ Di + ndetB | 
\ / 


> det4 + ndetB. 


定理 3. 4 (Minkowski) it AA BA n BIE Hermite KE. 则 
(det(A + B))!/” > (det A)!” + (detB)!/”, (3.2.20) 


且 等 号 成立 — B=aA, XH a>0. 
正明 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 4 = I, 于 是 问题 归结 为 证 8 


(det(In + B))!/" > 1+ (detB)'/™. (3.2.21) 


[ [GQ +A) > (+ VA AM)", (3.2.22) 
?一 工 
将 两 边 直 接 乘 开 来 , 并 用 算术 平均 与 EES BIHE (3.2.22). 
FE (3.2.22) 中 , Se or § A A = …= 和 =a, 这 里 a 为 任 一 正 数 , 这 就 


HM /oN Nt HAE eH GA oe A we Rs, 
FE WL, 1I (0-44-41) 中 等 号 成立 的 ノド TT 为 D 一 以 


定理 证 毕 . 
注 3 当 4 和 B HKEE, Minkowski 不 等 式 能 够 推广 到 非 对 称 阵 的 情形 
关于 这 方面 的 结果 读者 可 参阅 Haynesworth(1957, 1960). 


T キト テ ベ | / の の 9 の 9n) BN PR- aA 
in. PLEJ (9.4.40), Bp D = Gf. 


§3.3 Hadamard 不等式 -61- 


& Ali, ik) 表示 由 4 的 第 三 +++, ip FAULT SAE FRE. id 
a = (t1,-++,%%), Ala) = A ir). Aa =(Ll4+1,---,m), 则 记 Ala) = Aim: 4 
Qa,B € {1, " n},aNnB=e, 则 记 |A (QU B)| =1. 


以 下 定理 的 证 明 主 要 应 用 了 Jensen PE. 由 于 涉及 知识 比较 


上 ,证明 从 略 , 感 兴趣 的 读者 可 参阅 Malamud(2001). 
定理 3.2.5(Hadamard-Fischer ete i A 为 n 阶 正定 Hermite K, a, 8 
C {1 9 ・, ny}, 则 
[A(a)| .1A(O) 
IA(aU B)| < ーー (3.2.23) 
Ala frp) 
定理 3 Ww A 为 n 阶 正 定 Hermite 降 , 若 wU B= {1, っ 21 og 含有 ん 
元素 , 1 くく 7, 。 
147 へ | TALANI (h 4. \2 
Al 二 ee TEILA] (3 9 9A) 
特别 地 
IA] < [An [Arara] < Cet oe) 3.2 
1,k k+1,n Abrar 9 ( . .25) 
这 里 bk = MAk, ak = Ansk … An, 其 中 A > Ao ラー ラテ 和 。 A 的 特征 值 . 
定理 3.2.7 采用 定理 3.2.6 的 记号 , 我 们 有 
oc A| 14en の | (VR Van)? 
< 3.2.26 
|A| |A(8)| On ak ( ) 
as IH no JL A コル A> TT コー トラ ーー ルー ュ ) ヽ ` 、 、 
ÆI 3.2.8 WA An WIE Hermite K, 其 特征 值 为 At > Ao > … > An, 
L<k<n, il 
| Al tA; た ユエ 1 m\l A Lhe bee LUE 
An by 入っ — | SIR oes iw (2 TAk) 
(Aktin) i |Ak+1,n| AN k /i 
(3.2.27) 
定理 3.2.9 i AM BH n HIE Hermite 阵 A>B>0, 则 
|A| < |A 十 B| ピン |A| の の 909 
[AzrinllB; , | > | A, + R.,IIA;.. + RBL+ ん | S lA. HUD, | (9.4.20) 
la” i, 『/ Lif | | Li, I 1 ILE] ikt Ll,n TIT CRA T i, toj 421 Kk || Pk+l1,n | 


83.9 Hadamard 不等式 


对 于 正定 阵 ，Hadamard 不 等 式 是 一 个 很 基本 的 不 等 式 , 迄今 为 止 已 积累 了 上 


-r4 tL 一 


Lt Vr ert _ yay 


アニ ュー m m Y 


日 种 不 同 的 证 明 方 法 (見 Bellman(1970).p.140). 本 节 只 给 出 一 种 证 法 , 在 88.3 我 们 
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还 将 叙述 另 一 种 证 法 . 这 个 不 等 式 之 所 以 重要 是 因为 许多 其 他 不 等 式 都 可 以 从 它 
导出 . 


定理 3.3.1 (Hadamard) i% n by Hermite 阵 A = (aij) > 0. Ml 
7 ん 
detA < | [ai, (3.3.1) 
日 等 号 成 立 > 4 为 对 角 阵 
‘TO z agau A — Aa ZEE a21 A LNA OM ae eG 
US Ay detA = U, ASFA (0-0-1) ARS DOO Aq actA U, W) Ay > VU,t 
ー 1 n i D = diacld. dò. テーg i = 1.---.n. B = DAD. KE} 
+) 9 fe FL デビ MIMS A M2) 9 HEN) w 11 ) ’ 7° %) res Ac oe 
1.4.3(4) Al B>O Sy 見 (3.3.1) 等 价 于 
detB < 1. (3.3.2) 
こさ ee m LL aL &. 一 一 A M 4 
ith, D AWAY HILE L. 


现在 我 们 证 明 (8.3.2). 记 N(B)( ニー?) 为 B WEER, 应 用 算术 下 均 与 
几何 平均 不 等 式 , 和 


J ~N)? 得 


n | n 1 n 
det [I \i(B) < は 2 (8) = (eg) =], (3.3.3) 
上 且 等 号 成 立 4 所 有 Xi(B) = 1, 因为 B 也 是 Hermite H, 所 以 (3.3.3) 等 号 成立 
> B = 了 ,这 等 价 于 4 为 对 角 阵 . EE. 
下 一 个 行列 式 的 不 等 式 是 对 一 般 方 阵 而 言 的 , 也 常常 称 为 Hadamard 不等式 . 
推论 3.3.1 ”对 任意 的 nxm HK A= (aij), 


det44* < TIY lai;l?, (3.3.3) 
?一 1 7 三 1 
HFFR 4 4 HÍT H EHHE 
=r ロロ レレ ーー デラ TT ・」 PE- DD 4 4 キー に デ テロ テー ティ oo1 78 
id: TÆ IEE Hermite P D = AA, PV AA AELE 3.9.1, TF 
detAA* = detB < 中 bii = I] > lg (3.3.4) 
i=] 2 一 ] j=l 


于 是 (3.3.3) 得 证 . 注意 到 , (3.3.4) 中 等 号 成立 , 4AM4 B 为 对 角 阵 , 这 等 价 于 4 
的 行 向 车 互相 正 交 人生 
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当 4 为 实 方 阵 时 , 这 个 不 等 式 的 几何 意义 如 下 , 记 ai, 为 4 的 行 向 基 , 即 
パテ (md の)) 则 上 云 变 形 为 


n 


let4| < ] [llacll, (3.3.5) 
? 王 1 
ay ARBRE TT RY RAR. (3.3.5) 是 如 下 简单 几何 时 实 的 一 个 代数 指示 个 超 
=o hk ah k E0 KE n A AE E EH TA JA RE hh EA k ah ken 
平和 TZN A BY PPADS RE Ef RARR A OTA TS se HH 超 长 方 FRAY EP AA. 
PEAS 3.3.2 ty A — fn...) hy TÈ n Wk wo M = maxfla \\. RE 
JE- vO o eX (Gig) JJ TLE ti Ji AT Pe, し Lig 1『・ ANY 


这 里 推论 3.3.1 的 直接 结果 . 


应 用 Hadamard 不 等 式 我 们 可 以 证 明 下 面 的 所 谓 (detA) 表示 定理 
定理 3.3.2 i$ A » n MIE Hermite KE. 则 
1 
(det A)!/” = min—tr( AX) (3.3.6) 
n \ ノ 5 \ 


其 中 X 为 正定 Hermite 阵 , H detX = 1. 
正明 根据 定理 1.4.1, 存在 西 隆 , 使 得 = UAU*, 这 里 4= diag(A1,…・, An), 
Ai > 0,0 = 1,---,n Fz 


tr(AX) = tr(AU* XU) = tr(AD), 


Hr PD —T/* XT) (A Nn ted. ララ nz 一 1 y WAH 所 Are 不 
FR 1 4 U AUV (U7) 7 U, HA Uun a Ut — L; yib アパ アルナ ロラ テキ イト | AI YAU) トナ ゴイ 
等 式 及 Hadamard 不等式 , 得 
l/n l/n 
1 [2 moe 
—tr(AXA)=— > Aiden 2 | Pp Adi} = (detA) | f {du] 
n 记 1 Vier / NI J 
> (det4)77(det カ )7? = (det A)!/”, 
后 一 个 等 号 是 因为 detD = detX = 1. 从 证 明 过 程 知 , 当 
メー ニワ diag( の ロー の 4) び の (3.3.7) 
H Xidil =… = 和 ndnn, detX = 1 时 , (3.3.6) 的 右边 达到 最 小 值 . 这 要 求 (3.3.7) 中 
d A エキ / すん 
di; = (end) i= 1, n. 
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为 了 研究 Hadamard 不等式 的 精 秦 度 , Dsxon(1984) 研究 了 Hadamard 商 


h(A) ーー A 
[> leis 
?一 1 j=1 
他 证 明了 , 若 4 为 实 随机 阵 , 它 的 分 布 满足 一 些 简单 的 对 称 性 质 , 那么 对 随机 变量 
Inh(A), 有 
TI IZ AN — 1 1, L ア )/1\ 
Linn(A) = 5 , 1™ TULL); 
/1 1/ ANN 1, | 个 /1 \ 
var INDI £1 } ) = 5: Im T UL), 
这 里 EB(-) 和 var(:) 表 均 值 和 方差 
§3.4 Fischer 不等式 
下面 的 Fischer 不等式 可以 看 作 Hadamard 不 等 式 的 推广 , 在 这 里 不 等 式 (3.3.1) 
右边 的 对 角 - ETERS 
定理 3.4.1 (Fischer 不等式 ) WwW Hermite ME 
( Au Ai2 ses Aik \ 
Aya A22 … Ao 
A= | ~ 1 >0 
| Akı Aka … Akk | 
这 里 Ai(i = 1 ) AT EE 则 
k 
1 A- TT 1 4 (QA 1) 
deltā > il Qt Aii, VDO. 工 .上 /) 
i=1 
mo Af eee し A UWE yt eta AN A.. =N 73H 9 
HSF DNL sa A NIEN AP) APR 4409 Vi" 7 J? 
证 明 易 见 , 我们 只 需 对 4 > 0, k= 2 证 明 (3.4.1). 因 A> ORT, An > 0, H 
Aoo = Aoo 一 Aoi Aj, 4 一 (A/Aji1) 


于 是 由 推论 3.2.1. 


det Ago > det(A/A11), 
结合 引 理 3.2. (9); 有 


det 4 = det. A;,det(A/A11) < det A; det Ago. 
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定理 证 毕 . 
注 Att A= (au) > 0 看 作 本 定理 Ay = ai; 的 分 块 , Fischer 不 等 式 就 变 为 


Hadamard An 4 ot 


L1IQAUGIMALU 7] SF AN e 


应 用 本 定理 容易 证 明 下 面 的 事实 . 
RA: 


定理 3.4.2 设 A 为 nxn 


Idet A|? < det A* A, - det A$ Ao, 


/ Ax A Ax A \ 
A*A, 4#4。 


hY 用 定理 3.4.1, 即 得 欲 证 . 


= 


63.5 Szasz 不等式 


的 主子 阵 , detA(ir, ik) 就 是 对 应 的 主子 式 . 用 P(A) 表示 4 的 所 有 k NETA 
的 乘积 , 即 


L A\ __ Anti Af; A. \ 
fk) 一 LL act Alli,’ tk) 


这 样 的 乘积 共有 「? ) 个 . 特別 , P,( 
/ 


ONK ーー - a4 
\ ? 王 1 
定理 3.5.1 (Szasz) ik n Kì Hermite MH A>O. MI 
[Pe (ACEO < [pp (AGED) k=1, nL (3.5.1) 


— 


证 明 因为 A 的 对 角 元 是 4 的 (n — 1) x (n 一 1) 阶 主子 式 与 deth 之 商 , 应 
用 Hadamard 不 等 式 , 有 


1 』 ーー detA < /1 A\m 2 
aeta detaj” 
于 是 
[Pa (A) =(det47 く 万 。- ュ (2) (3.5.2) 
ん ~ 7 ルーー エ い U Ji J 
Bp 
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这 就 对 上 = 二 nn 一 1 证 明了 (3.5.1). 
対 た = ヵ ー2, 我 们 用 归纳 式 来 证 明 , 此 时 把 每 个 n 一 1 阶 主子 阵 看 作 前 面 讨论 


Aeon bat te A SA /aro 269 SSSI 4 OHARA fn x (mn — 9) 的 主子 阵 可 上 人 看 
HY TAA AR PF A. MIN (0-0-4), STi EY 人 Hy 全 も 2) x いん 一 2 ナ ロ リ ーー コ J EA 


作 4 的 两 个 不 同 的 (n 一 1) x (n 一 1) 阶 主子 阵 的 主子 阵 , TÆ, 我 们 得 到 


[Pn—1(A)]” < (Pa-2(A)) 
即 
(Py1(A))/O-Y < (Pn2(A)) Dr 
xaet bk — ny — 9 TFHAT (2.5.1). Seer ee 
OAYLA fu rb 2 LYI J AN) ALEK | 
注 (3.5.1) 可 改写 为 
4 一 上 ュー 
detA = P,(A) < (P,_1(A))(®-2) < (P3(A))2 ? 
™ (nー ル ハー Up 


S3.6 Oppenhein 不等式 


我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 3.6.1 TL iy Hermite 阵 A 之 0. 出 4 一 aly, 之 0, 其 中 


( det4 tE AA LN 

| wz Ay Mii FY, 
Q = $ ivi] 1 

\ 0, AG Mi = り 


其 中 M1 表示 将 4 的 第 1 行 和 第 1 TIBI PA ヵ ー1 阶 方 阵 的 行列 式 , Fi 表 


し 


tbh. A 一。 te LEs re A. Y a tfa 


示 (1,1) 元 为 1 RACK ENEH n 阶 方 阵 . 


证 明 (1) 先 考慮 4>0 的 情況 . 记 B 为 将 A 的 第 1,…,n 行 和 第 1,…,n 列 
ARRAS n. 1 行 和 第 n..….,1 列 之 后 的 方 阵 . 因为 将 4 做 这 样 的 变化 相当 于 用 一 


SLIM SR N, ,1 TJ THN fe; ぅ > ユエ プロ マー ノロ ロリ ノ ナ Pre AAAY Li PAAA TFT Hy I 


个 可 道 实 矩阵 P 左 乗 4 和 同时 用 P 右 乗 4, 故 B= PAP’, H. detB = det A. 根据 
定理 1.4.3(4 ) 知 B > 0. 因为 同样 变化 之 后 , 4 - cgi1 BM B-cEnn, 这 里 Enn 表 


Fe LI. eats ーー に ビデ IT Rn 一 HI Im ote h YT ロゴ 


示 (n,n) 元 为 1 其 余 元 素 几 为 零 的 方 阵 , 所 以 问题 归 绪 为 址 明 B 一 cEnn 2 0. 注意 


83.6 Oppenhein 不等式 ・67・ 


“rian n—1 的 顺序 主子 式 都 是 正 数 应 用 和 了 列 式 性 质 (7) TUER 


det(B — CEnn) = detB — cMi1 
= detA — cMıı > 0, 当 c<a 时. 


故 A 一 cBii > 0, 4c< alt. 这 就 证 明了 A- aE >0. 

(2) Æ A 2 0, We > 0, Atel >0. 用 Atel 代替 4, 重复 上 面 的 讨论 , 可以 
证 得 (A+ el) - ao(e)Ey, > 0. 令 一 0, 即 得 所 证 . 证 毕 . 

利用 Hadamard 乘积 (W, §1.10), Hadamard 不等式 (3.3.1) 可 以 表 为 detA 
< det(A o I), BẸ 


detA - II: < < det(A o I). (3.6.1) 


下面 的 Oppenhein 不 等 式 是 (3.6.1) 的 一 个 推广 . 
定理 3.6.1 (Oppenhein) i$ n Wr Hermite MH A>0,B>0. M 


detA - | | bu < det(A o B). (3.6.2) 
i=1 

证 明 ”对 阶 数 n 施 归 纳 法 . n = 1 命题 显然 成 并 . 现 设 n> 2, A (3.6.2) 对 一 
tT 小 于 或 和 于 —1 Aùh Harmittaa KEER eA oso $ = Mile Att R thes 
ZE E F =A 可 F n 1 YA 的 正定 LICL IIS 隆 都 成立 . bls Ai TH Bıı AIVT 44 TH D HJN 

1 行 和 第 1 NARS FA n 一 1 阶 主子 阵 , 依 归纳 假设 , 有 
1 A TT a 1 1 f A TT \ [a nn or 
detii 11 Oii S AEt( A11 O D11) (3.0.9) 


BW a 同 引 理 , 因 A- aE > 0, 应 用 定理 1.10.1(1), 得 


(4 一 op]1) o B= Aco B -abi 0 B 


( 11011 — abı; '! 1 


上 
Q21b21 十 0 | 


ーー 


mm 


dnl Ont + 0 


NE ae 
F a 
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bii | 9i20 nbin 
0 < det((A 一 cp) o B) = det(A o B) — det ( ーー し Gabi2 Mnbin 


U Ai1 0B | 
\ 11 11 / 


一 det( 4 O B) — &œbııdet( A11 O Bıı). 


0 < det(A o B) — abııdet Ai, - I] bi; = det(A o B )-aet AT] bii, 


Xt TFE RA ah te eM ENE A 
J リム トド ロリ 普通 乘积 ， EE 


对 Hadamard 乘积 , 这 不 一 定 成 立 . 事实 上 , 我 们 有 
推论 3.6.1 i% n Kr Hermite M A>O0,B>O. W 


det A.detB < det(A o B) < (i as) (TI b) 」 
2? 一 1 


证 明 对 B 应 用 Hadamard 不等式 , 再 结合 (3.6.2), 便 得 到 左边 不 等 式 . WM, 
由 A > 0,B >0 及 定理 1.10.1(2), 知 AoB>0. Xf Ao B 应 用 Hadamard 不等式 
(3 


at 
et 


の 1\) hh A ZETA THT Ek 
.3.1), 右边 不 等 式 得 证 . 定理 证 毕 . 
推论 3.6.2 4 Hermite 降 4>0. 叫 det(A o A!) > 
在 推论 3.6.1 H, 4 B = 4-+. 即 得 欲 证 ， NE 示 了 Hadamar Æ 


积 写 矩阵 普通 乘积 的 差别 ， 因为 对 后 者 , det44~=de(7=1. 


分 别 为 Hermite EMA} Hermite H (BP S* = —S). 我 们 称 H 4 AW Hermite 部 分 , 
PK S 为 4 的 斜 Hermite 部 分 ,下 面 的 定理 给 出 了 AM 4 的 行列 式 之 间 的 关系 . 
定理 3.7.1 BAAnWSBAKME A> O. W 
detH < |det Al, (3.7.1) 
且 等 号 成立 <> 4 是 Hermite $F. 


证 明 容易 验证 (3.7.1) 可 用 H M S 表示 为 


\det(I + H~*S)| > 1. (3.7.2) 


§3.8 ”华罗庚 不 等 式 . 69 - 


用 Xi(B)( = 1,…,n) 表示 方 阵 B 的 特征 值 , 因为 对 相同 阶 的 方 阵 C 和 D, CD 与 
DC 有 相同 的 特征 值 , 故 


det(7+ 万 "9) = [[GQ+(H7'S)) =] [G+ (万 -729 戸 173) ). 


{i=l 2 一 1 


|1 + (万 29 戸 7 人 | 之 L, 1=1,---,n, 
这 就 证 明了 (3.7.2). 其 中 等 号 成 立 > 
(万 -729 万 22 =0, i=1,---,n. (3.7.3) 


因为 斜 Hermite 阵 是 规范 阵 , 由 定理 1.5.5. HSH? 必 西 相似 于 对 角 阵 , 结合 
(3.7.3) 知 , (3.7.2) 等 号 成 立 > 万 725 万 - ソ ター0 4> S = 0 4 A H Hermite 


§3.8 ”华罗庚 不 等 式 
华罗庚 (1955) 证 明了 下 面 的 不 等 式 , 并 把 它 应 用 于 复 分 析 研究 


定理 3.8.1 BAB 为 两 个 同 阶 复方 阵 , HI —AA*>0,1—- BB 
AQ, #4 DeUe L VX <41 イイ TH 


47 JJ CJ コブ AAAI Pr) LL * 


@ 
ヽ 
= 


各 


det(7 — 44*)det(7 — BB*) < |det(I — AB*)|’, 


等 号 成 立 < 全 A = B. 
实际 上 , 我 们 将 证 明 下 面 更 强 的 结果 . 
定理 3.8.2 在 上 面 定 理 的 条件 下 


det(7 一 4) det(7ー BB*) + |det(A — B)|? 


< |det(I — AB*)), 
等 号 成 立 4 A=B. 
正明 因为 
(I — AB*)(I — ぢ 771(7ー AB*)* — (I — AA*) 
= (I — BB*)~! — I — AB*(I — BB*)~' — (I — BB*) BA’ 

+A(I + B*(I — BB*)“'B)A*, 

利用 
(I — B*B)™* = I + B*(I — BB*) 8B, (3.8.1) 
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(I—BB*) = I + B(I — B*B)~'B*, (3.8.2) 


(I ー AB*)(I — BB*) (I — AB*)* — (I ー AA*) 
= B(I — B*B)-1B* — A(I — B*B)-1B* — B(I — B*B)-1A* 


7 水 TI\—1 Ax 


+A(I — B*B)~* A’ 


= (A — B)(I — B*B)"'(A— BY. (3.8.3) 
Mı ーー AA*, 
AH â —_ / 4 DT TD 水 7DAN\ 一 17 4 TD \x 
IM? = A > Dll — D D) (a = D]} , 


由 I 一 BB* > 0 & (3.8.1) 知 Mz > 0. 从 (3.8.3) 得 
(I — AB*)(I — BB*) (I — AB*)* = Mı + Mp. 
应 用 定理 3.2.1, 我 们 有 


det[7ー AB*)(I — BB*)-1(I — AB*)*] 
之 det Mı + det Mo 
= det(I — AA*) + |det(A — B)|?(det(I — B*B))~* 


由 定理 3.1.4, det(7 — BB*) = det(I 一 B* B), RAER, 命题 得 证 . 
关于 这 个 不 等 式 的 进一步 推广 , DL Marshall 和 Olkin(1979, p.235). 


CID A Ter Daw FASS 
99.9 NY Pan ASFA 
设 D 为 一 凸 集 ,， fl) 为 定义 在 D 上 一 个 实 值 函数 , 硅 对 任意 z,y € DRO 
ムジ 1 AeA 
zaal, wH 


AA AI 表示 全 1 人 n, 个 正定 Hermite E. HWA BBE MY — 11 E&E 我 们 
A .TT | 1L AE Uw PP) ZNI AA JAL HL nxn イイ J AA) INIT A 
将 证 明 _Indet(.) 为 Mw 上 的 数 . 即 对 A >0,B>0,0<a<1, 


—Indet(a@A + (1 — a)B) < —alndetA — (1 — a)lndet B, (3.9.1) 


等 价 地 


det(aA + (1 — a)B) > (detA) 


§3.9 Ky Fan 不等式 .71 . 


定理 3.9.1 if A, B An 阶 正定 Hermite 阵 , 旭 対 一 切 0<e<1 (3.9.2) 成 
立 且 等 号 成 立 < っ 4=p 或 =0 或 o= ニ 1. 

sL HH 

WiL 


1\ An M1 BAE a MT ロロ 
ei} JAH; P] JA AR 


Indet(@A + (1 — a)B) > alndetA + (1 — a)IndetB. | (3.9.3) 


因为 4> 0, B > 0, 应 用 定理 1.4.4, 存在 可逆 降 已 , 使 得 


A= PP*, 
B = PAP*. 


这 里 4= diag(ài, e, An) Ai > 0,i= 1, n. FÆ (3.9.3) 的 左边 可 改写 为 


Indet(@A + (1 — a)B) 


= Indet Plal + (1 — へ) 4\ D* 
LLEVA UA (a + (1 トキ リィ キナ ナオ 


= Indet(PP*) + Indet(al + (1 — o) 4) 
= Indet A + Indet(aJ + (1 — a) A). (3.9.4) 


カー 方 面 , (3.9.3) 的 右边 


aindetA + (1 — a)IndetB 
= alndetA + (1 — a)[Indet PP* + Indet.A] 
= IndetA + (1 一 cjlndet A 


ーーーーー ーー デー AI A EO 


~~ 
こう 
の 
CT 

eS 


比较 (3.9.4) 和 (3.9.5) 知 , 我 们 只 需 证 明 
Indet(aI + (1 — a)4) > (1—a)Indet A. ~ (3.9.6) 
因为 对 数 函 数 是 严格 凹 函 数 , 故 
Indet(al + (1—a)4) 


一 In EC + (1— a@)d;) 


alni + (1 — a)In); 
=] 


= (1 — a) 》 Ind = (1 一 wmTTx 
2 一 1 i=l 


= (1 — a)Indet A. (3.9.7) 
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(3.9.6) 得 证 . 由 Ina 严格 凸 性 , 从 (3.9.7) 知 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 a 二 0 或 1 或 
和 ;二 1,i 二 1,…,n. 这 等 价 于 a=0 或 1 或 B=A4. 定理 证 -和 
AW d(C) ラー ラテ An(C) 为 正定 Hermite KE C 的 特征 值 , 则 (3.9.2) 的 另 一 种 
等 价 形式 为 
] [Ai(eA + (1 - a) B) > | [A4 AB), 0<a<sı1 
=1 


H:A 20 1 wzm 9901 冬 件 下 yee 1 < kn A 

JEIG Vevet JAR ee Vee Lh AR TT I 5 AJ L ÆSHJ 4 MS PY SS FO 
n n 
Tr. ; 4 {A ymn ~ TI anaa ¢(p\\l—a NA 1 
11 AG4 二 は せ ー の リグ 1 MA) (NilD)) , り CS1 


WAAR it oAt+(l—a)B 的 后 n 一 kk 十 1 个 特征 值 对 应 的 标准 正 交 化 特征 和 癌 量 
川 OO = In_kyi. 利用 (3.9.2), RITA 


2 ve EG fury 


中 Ni (aA + (1 一 a)B) 
i=k 
= detQ*(aA+(1—a)B)Q 
= det(aQ* AQ + (1 — a)Q* BQ) 
> (detQ* AQ) - (detQ* BQ)! 
/n=k+1 \ © /n-k+1 \ に 9 (3.9.8) 


代入 (3.9.8), 即 可 得 证 . 


§3.10 Lavoie 不等式 


设 4 为 mxn HK, At AEH Moore-Penrosé)” Vit. AA AAt = A(A*A)TA*, 
故 AAt 是 正 交 投影 阵 , 于 是 


Lavoie(1980) 研究 了 推广 情形 , 他 的 结果 概括 为 下 面 的 定理 


§3.10 Lavoie 不等式 - 73 ・ 


定理 3.10.1 (Lavoie) KA A m xn REE, 将 其 分 块 为 


/ a. \ 
por | 
Ag k 
A= , hi Am x n BHM, > mi =m. 
i=1 
\ 4, | 
Ye y 
W B= (A, e, Ag), W 
0 < det AB < I, (3.10.1) 
AAS MOL 4 r(A) <m; AT APS <=> 4i4; = 0, 対 一 切 A j 成立 . 
正明 (A) < m, 显然 det4B = 0. 以 下 假设 r(A) = m, 此 时 r(4;) = m, 
由 定理 1.7.10(3) 知 
At = 4*(4。49 1 i=1,..,k. 
2 a (Saiak 7 ? ? ? 
Av 
( (414$)-! 0 0 \ 
| 0 (A2453) 0 | 
D = . . ’ 
\ 0 0 ・・・ (A, Az) j 
则 B = A*D. 
det AA* 
det AB = detAA*detD = — (3.10.2) 
| | det(4: 4%) 
2 一 工 
因为 44* > 0, D > 0, 所 以 detAB > 0, 从 (3.10.2) 知 , 我 们 只 需 证 明 
k 
det AA* < | | det, A}. (3.10.3) 
i=1 


由 Fischer 定理 (3.4.1) 立即 可 得 (3.10.3), 且 等 号 成 立 4> AA; = 0, 対 一 切 ? デ 7. 


定理 证 毕 . 


推 伦 3.10.1 在 定理 3.10.1 条件 下 , 
r(AB) = r(AA*) = r(A). 
ME 采用 定理 3.10.1 的 记号 , 我 们 有 AB = AA*D. AA D 是 可 道 阵 , 故 


A*) = — 7( A) 
A, を オル 


r(A 
Em 面 的 定理 及 推论 的 证 明 是 本 书 作者 给 出 的 ,Styan(1981) 给 出 了 另外 一 种 证 
HH, Khatri(1983) 把 (3.10.1) 推广 到 B = (Bi,:…, Bk), Bi = ADG = 1,.….,k) 的 


Ae イル 


1 月 カン ・ 
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83.11 其 他 


本 市 要 讨论 的 不 等 式 有 两 类 , 第 一 类 即 定 理 3.11.1, 它 给 出 了 任意 复方 阵 行列 
式 的 模 的 上 下界 , 这 些 界 只 包含 了 该 方 阵 的 元 素 . 而 第 二 类 即 最 后 的 两 个 定理 , 它们 
给 出 的 是 矩阵 积 的 行列 式 的 界 , 这 些 界 只 包含 矩阵 的 特征 值 . 


LG HY AB? -ll AJ J2 INH VW J | AN LY EI ZINT HY JY Me HL 


定理 3.11.1 i% A= (aj) ÄH nxn BAK, ic 


n 
¢ アレ YD 7 27%) 
j=i+i 
F 
janl > > lal, i= 1,.…,n, (3.11.1) 
jz1 
则 
n 
0 < II (lais| — S:) < |det.A] < [ [ (loiil + Si) (3.11.2) 
1 i=1 


AM 4 为 下 三 角 阵 时 , 等 号 成立 . 
证 明 ”我们 首先 证 明 , 在 条 件 (3.11.1) F, detA 4 0. 用 反 证 法 , 假设 detA = 0, 
则 线性 方程 组 Ar = 0 AEF T= (21,…, Yn). 记 


从 4z=0 得 

lankte| =| gu <Ò lana Fel = ED lakil, 

viv nv Lud aJ Jil > Ly! wi it Fu | | シキ アレル! ff [7 
j#k IF jk 
印 
| ~, Ia 
IAkk | S ノー Ak; | (3.11 Ə) 
7 デル 

这 与 (3.11.1) FAA. 
w 


和 上 面 同 样 的 道理 ，det41 A 0. TERED HZ 
一 (s, ofl), 设 


63.11 其 他 


类 似 于 (3.11.3) 的 证 明 , 可 证 明 


ーー で al 
lagk| < 》 laki! + 


は )」 
了 一 2 ly Tk | 
jk 
结合 (3.11.1) 推 得 
zp | <1 
w C] = (a12, リー Qin)’; 则 因 
/ IN / ュ NN \ ， / (11 Jf \ 
/ Q11 C 1 | 1 U \ ーー [ Q11 T CY 2 C1 1 
し ュー 4 ナチ し し GO 7p. J 4A 0 A, |? 
\ *& 441 7 \ A tn-l J \ ~ sal] 
故 有 
det 4 = 


(all 十 cy) det Ay. 
而 从 (3.11.5), 我 们 有 


jy < D layl. 
j=2 
用 完全 相同 的 方法 可 以 证 明 


其 中 


detA = | [ (au + dy), 
i=l 


Icy | < 3 lail, 7= 1,.…,n. 
i=j+1 


` 等 式 |a| — |b] < |a + b| < jaj + [6], 我 们 有 


A 
laii| 一 el < |det.A| < Il (mr 3 ` n) 


1 二 2% 十] 


i cy: 
下 


(3.11.4) 
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IR, 当 4 为 下 三 角 阵 时 , S = 0,0 = 1.…,n 所 以 此 时 等 号 成 立 . 定理 证 毕 
下 面 我 们 人 氢 述 第 “类 的 不 等 式 , 它们 的 证 明 将 在 下 一 章 给 出 


—TH 2119 pt A hk nxn LIES Hermite KA ーー m Y* Y — |, 
AL, “= F e I 8 a VA. A ププ fui 7N TU | Hae AL A AiL 上 まま まし CT 3 ArJI7 + ゴゴ リリ AL fk wif kh AK HY 
nx k WE X, 有 
n k 
IT TT 
LL A きき det A AX < | J^; 
t=n—k+1 i=l 


XE A S++ Sdn A 4 的 特征 值 . 
证 明 需 要 利用 Poincaré 定理 , 见 推 论 4.6.1. 


—* Ps TT に 网 L: + ct Tx y 


w A X nxn E Hermite 阵 ， 则 对 一 切 清 X*X = ik 


Ja 


h 
y 


rr (Ai + Anit)? 
det(X*AX)det(X* A7! X) < <Ia 
ANiAn—i+1 


ォ ーー 1 
? 一 4 


HA; -o d An(n > 2k) AA 的 特征 值 . 
证 明 匈 定理 4.10.3. 
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っ に wA TIL ea AE ST IE AA A 上 テール と ーー ーー 两 节 我 1 门 先 で ロロ ービス 人 FE HE Pz TH T 1 > 1 
本 草 研 究 特 征 信 的 各 衝 不等式 , 在 前 两 市 我 们 先 证 明 两 个 重要 定理 : Nay leign- 
Ritz 定理 和 Courant-Fischer 定理 , 它们 通过 Rayleigh-Ritz 商 的 各 种 极 值 来 表征 
Hermite 阵 的 特征 值 ; 作为 这 两 个 定理 的 应 用 , 接 下 来 的 84.3, 84.4 和 84.5 分 别 导 出 


AÁ d F | E M ee プアール アム トブ |” HJ 9 ブタ デラ の AF テマ トイ アー ププ dJ "J 


了 鍵 辺 征 攻 特 征 信 的 交叉 性 原 和 商 介 Hermite 阵 之 和 的 特征 值 的 一 些 不 等 式 以 及 
Sturm 定理 : 在 84.6 应 用 Sturm 定理 , 我 们 证 明了 应 用 广泛 的 Poincare 定理 及 其 他 
一 些 有 关 和 矩阵 积 的 特征 值 的 不 等 式 . 对 一 般 的 复 或 实 方 阵 的 特征 值 , 一 般 说 来 我 们 
所 知 较 少 ; 84.7 证 明了 Schur 定理 , Hirsch 定理 和 Bendixson 定理 , 它们 给 出 了 复方 
阵 或 实 方 阵 的 特征 值 或 实 部 或 虚 部 的 界 ; 在 本 章 最 后 一 节 , 我 们 证 明了 Wielandt 不 


等 式 , 它 可 以 看 作 Cauchy-Schwarz 不等式 (1.9.2) 的 一 种 改进 . 
鉴于 特征 值 的 重要 性 , 本 章 的 结果 在 工程 技术 、 物 理 、 数 值 计 算 、 概 率 统 计 及 


wer 
HEA žr SN oe ee 32 eee es Ate oe a Tg es heh まま Se eT エルバ 
FR BRA FT XAA HEKALI, 特別 , FT AL RRSESLIT TY 一 些 应 用 ， BEA HJ] Æ py E TA 


tE (1985) 以 及 Wang Songgui 等 (1990). 


84.1 Rayleigh-Ritz 定理 


众所周知 , 对 于 一 般 的 方 阵 , 其 特征 值 是 特征 多 项 式 的 根 . 若 进一步 假设 它 是 
Hermite 阵 , 那么 此 时 它 的 特征 值 是 实数 , 并 且 可 表示 为 Rayleigh-Ritz Fy z* Az/z*z 
的 极 值 . 


r” y Ve} jI 


我 们 将 用 (和 1 > +++ > An) 表示 方 降 4 SEN 21 Pn 表示 对 应 的 标准 正 
交 化 特征 向 革 . 在 必要 时 , 也 采用 Ah(4) > … > An(4) 表示 方 阵 4 的 特征 值 


rei TAHA «a tf. TT 


定理 4.1.1 (Rayleigh-Ritz) ix AAnxnW Hermite KE. 则 


TY Ax | 
A, = max , (4.1.1) 
ァ デ 0 T*T 
_ の コア 
An = min 一 一 (4.1.2) 
ァ デ 0 TZ - Í 


证 明 w の = (p1, =, Yn), A 一 diag(A1, A2,…・, Àn). 因 为 P1,°°*» Pn 构成 C” 


的 基 , 所 以 对 任 给 的 zs C", FERH t, 使 得 x = Ot. Be 


Az tAt tal2 
-六 < 


i=l 


. 78. 第 4 章 特征 值 


KBR A > t; = 0,i > 2, H ti 40 x = cy, 对 某 个 数 c. 这 就 证 明了 
(4.1.1). 类 似 地 可 证 (4 1.2). 


注 1 (41 1.9) WP Ast H KK ae 
=} J LT wT IN 
Aa の の < の Arx <r 2* 2. (4.1.3) 


推论 4.1.1 ik AAnxn Hermite K, 240. if 
ー TAz 


推论 . 
注 2 定理 4.1.1 的 结论 还 可 以 改写 为 如 下 形式 


Ay = max Z Ax = yj Avi, (4.1.4) 
xr* L= 
An = min, 2 Ax = の 4 の 。. (4.1.5) 
1 nn fer DL sae ALLE aT AT. た ビル an A ye 
ANJ LAIR E, IA PAP ERAR A) 解释 为 : A 的 最 大 和 最 小 特征 值 分 别 是 二 次 型 Z AX 在 单 
位 球 z* 上 的 最 大 值 和 最 小 值 . 对 于 其 他 特征 值 , 我 们 也 有 类 似 结 果 , 但 此 时 z 


z=1 
必须 限制 在 其 一 一 子 空 间 EÈ. 
定理 4.1.2 tk A X nxn Hermite &, Mi 


Tr Ax 
Ak = max (4.1.6) 
z#0 X x 
a Lp; GO 一 1 大 一 1) 
‘A 
An—k = min r Ar (4.1.7) 
n— rz0 アキ ア \ ° ° ) 
elp;(j=n—k+1,---,n) 
1 正明 生 定 理 A114 HH 中 wA Alor... Al o。 L) AER 
ja ハル ロー デー エニ Vile 9 AI ノ ザ コノ 『J 7Y YRI 77 sy D Lr 1) 5) TL AY INA 


C”, 即 得 (4.1.6) 和 (4.1.7). 
下 面 的 定理 是 将 Raylelgh-Ritz 定理 作 进 一 步 推广 , 给 出 了 两 个 二 次 型 商 x* Azx/zx* Ba 


“hy tr fe 
HY TAX 月.. 


$4.2 Courant-Fischer 定理 ・79・ 


定理 4.1.3 KAM BRA nxn Hermite E, H. B >00. Wop Ss Sun 为 
ART B 的 相对 特征 值 , 即 pui 为 det(4 — uB) = 0 的 根 . 则 


Tr Ax 
Hy = Max Be (4.1.8) 
T* Ax 
Hn = min . (4.1.9) 
zz メ 0 x* Br 
证 明 记 y= BPs, 应 用 定理 4.1.1 得 
* A * ウー1/2 4 R-1/2 
max — = max —— ーー ツー \1(B71/2 4 お ー1/2) 
rz0 ア * Br y デ 0 y*y \ } 
一 Ai (AB ) H1, 


其 中 我 们 应 用 了 特征 值 的 性 质 : CD 和 DC 有 相同 特征 值 (見 定理 1.2.7). 类 似 方法 
可 证 (4.1.9). 定理 证 毕 . 


on 
iN 
N 
Q 
© 
= 
pi 
OD 
a) 
ct 
Fm 
E 
O 
> 
D 

= 
H 


在 上 市 , 我 们 把 Hermite ERE z 商 的 
(4.1.7). 除了 最 大 和 最 小 特征 值 外 , 这 些 特征 值 都 是 Rayleigh-Ritz 商 


约束 答 件 与 该 方 阵 的 特 阵 向 基 有 关 , 有 时 这 是 不 方便 的 . 下面 的 Courant-Fischer 定 
理 元 服 了 这 一 缺陷 . 


定理 4.2.1 Conran ene) x A 为 n xn Hermite M, Ai > > àn 为 其 
(1) min max 4z 一 入 
B sz0 TT ths (4.2.1) 
AS B= (21, pe) 时 上 式 达到 Angi; 
x* Ax 
(2) max min = Mn_k, (4.2.2) 
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rr Ar y* Áy 
max 
B*z=0 TZ Cy CO y*y 


yi Ayı 


> min AAA 


这 里 A 一 diag(Ai,---,An),C = $* B, Ay 一 diag(A1,…・, AkT1)) の 一 (yi y2), Y 为 


(た 十 1) x 1 HE. 
+ 


由 定理 4.1.2 知 , “4 B= (y1,---, ye) 时 , 上 式 取 等 号 . 
(2) 采用 与 上 段 完 全 相同 的 记号 . 并 记 


Ao 一 diag(An_k, tta An); 


y’ = (yt, 45), y2 A (n-k) x 1 向量 . 


ーー . Ax | 
则 有 min 一 一 一 min 


0 9292 


Yo 71292 _ ma) Ya 4592 _ ヽ 


z Lia X— An—ks 


A ドキ エギ デ や ギ 3 


根据 定理 4.1.2 知 , 当 = (Pnet pn) 时 , 上 式 取 等 号 . 定理 证 毕 
SE “从 (42.1) 和 (4.2.2) 我 们 看 到 ， Hermite ME 4 的 任 一 特征 值 都 可 表 为 


ANG TE J A #4) Herm A nv je jo Py rr イマ 


Rayleigh-Ritz fj z*Az/z*z 的 而 约束 条 件 与 4 的 特 征 を 向 量 元夫 , 而 是 
涉及 一 般 的 矩阵 B. 正 是 由 于 这 一 点 ，Courant-Fischer 定理 有 看 极为 广泛 的 应 用 . 


He th Pale Pe ote GB, wv A dE T / テー を を 
后 面 儿 区 我 们 将 应 用 ez 许多 特征 值 不 等 式 . 


84.2 Courant-Fischer 定理 
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定理 4.2.2 ił A X nxn Hermite 阵 , 和 之 … 2 An 为 其 特征 值 , 91, Vn 


为 对 应 的 标准 正 交 化 特征 向 量 , 设 zl ,zk 满足 rte = 0,i 关 j. 则 


i.a A 


k k 
27 ATi 
(1) „max > ーー = > A 和;, 
1 Tk 1 Li Li i 二 1 
rr xv 4 7, rb >h zal Em, L た > 
HL Li X Pi t S 1s, A AISES By AB - 
n 
(2) min = [I > 
Tl Tk = T. T3 全 全 
2 awe i=n—k4+1 
日 > Ti X n-k, = 1 * た 店 IKEI fy; NY) 
so es T K+) ’ ) J “< 一 一 JJ- 入 TEL 


の = (pi, Yn), 则 @ 为 一 Bk, 存在 问 量 C1,°°',Ck, 使 得 Li 一 cit = 1,-°-, 
其 中 ci = (Cist, Cri)’. EC = (c1,…,ck). 则 由 
l, i=j, 
“TIo izj 
可 推 得 
a f 1, t=); 
Ci Cj = 
© (0, 2 デ ナ 
All 
BP 


C*C = Ik. 
履 可 将 C 扩充 为 一 西 阵 B = (C:D). 由 此 容易 证 明 


j=1 
カー 方 面 
k x k k n n k 
ya~ Tt; ATi て て x ーー へ ミー 2 em em 9 
2, 一 > L Az; 一 > > 月 入 ; = > Àj > on 
p* T; Ld Lat La ' J イマ ーー ン 
i=1 "0 i=1 i=1 j=1 j=1 i=l 
n 
ー >, Qj Aj; 
j=l 


为 便 (4.2.7) 极 大 化 , 从 (4.2.6) 容易 看 出 , 应 选择 cij, 使 得 


= = Qk = l, Qk41 = = Qn = O, 


(4.2.3) 


(4.2.4) 


证 明 (1) 不 妨 设 af; =1,1=1,---,k. 因 w pn AC” 的 标准 正 交 基 , 记 


k, 


(4.2.5) 


(4.2.7) 
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7 。  . 
c _ J t, J=t, j=) m 
i 一 . — ts 5 7 の) 
Ue 7 チ 6? 
这 相当 于 4 RY x Ti Pi, 2 = 1, k. 得 证 . 
(2) AEBS FRI ot = 1, Zi = Bei,i= , k. W Gc =1,t=1,---,k. 
记 A = diag(à1, -+ , Àn), 则 (4.2.4) 变形 为 
k k 
min | | Ac = | 入. 
ci AA a4 


应 用 推广 的 算术 平均 与 几何 平均 不 等 式 ( 见 附录 1 之 1(5)), 我 们 有 


ot Ae, ca Mori go. k. 
“a 1ang a "OZ 2 ~ て 2 > nen 
于 是 l 
TT ct Ac; > AS AO (4.2.8) 
LGD n ， 
这 里 a; 定义 同 (4.2.5). 易 见 , 为 使 (4.2.8) 右端 概 小 化 , 应 选 cij, 使 得 


右端 
0, 7 nn—k, 
Qj = Sn 


类 似 于 (1) 中 的 证 明 , 这 相当 于 zi = eg:,% ニタ ー を 十 1… っ が UE. 
类 似 于 定理 4.1.3, 我 们 能 够 证 明 如 下 推论 . 


推论 4.2.1 设 A、 BBN nxn Hermite W, B >0. m> Din HAR 
kk Am k 
max 》 -i = > yi, 
zı tp L の CZ ーー 


作 练 习 , 请 读者 自己 去 完 


IF 一 <9 H ERA Ge A UAA. 


在 结束 这 一 闻 节 的 时 候 , 作为 Courant-Fischer 定理 的 一 个 应 用 , 我 们 导出 复方 阵 


A 的 奇异 值 与 4 Hermite 部 分 H = (A+ A*)/2 的 特 征 信 之 同 的 一 人 不等式 . 
TH 49 9 rt ~ (AVS... dv LA HHA BIA 和 (万 
定理 4.2.3 设 A 为 nxn BAH, ci(4) > Z On\A) JAANE, Ai) 


Ze D AnH) y H WREE. 则 


Ai(H) < 0;(A), 2 = 1,---,7. 
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正明 i 4 的 奇异 值 分 解 为 


A=UAV*, (4.2.9) 
其 中 U Al V AA, A = diag(oi(A),---,on(A)), 将 (4.2.9) 改写 为 
A=UV*VAV* = PQ, (4.2.10) 


其 中 P = UV* 仍 为 西 阵 , Q = VAV* > 0. 对 任 一 n x 1 単位 向 量 zx, 利用 (4.2.10) 
及 Cauchy-Schwarz 不等式 , 得 


y* ガ ァ ー Rex* Ax = Rer* PQr < |x* PQz| < (x*Q?x)'/?. 


M(H)= min max r*Hz < min max (2*Q2z)1/2 


B 
(i—1)xn lzll=1 (i—1)xn lizii=1 


= (Mi(Q) V2 = A? (A*A) = gg(4)。 = 1 


WEH. 
94.3 FRIKE FHJ TTIE 
BHAA nxn, a 为 一 数 ,b) n x 1 是 我们 “4H 
と v “ I ww SI AAI Y SI TY AOS Se INU IAT 
A b 
B= ( ) (4.3.1) 
\ aj 


bere vt. Aee re om LL Alh Ar ee a rr A と に 特征 ナビ ーー たこ -la -Ha I. À 
从 有 和 密切 关系 . 本 方 将 让 


HERRE, REE B 的 特征 值 与 原来 矩阵 4 的 特征 
用 Courant-Fischer 定理 建立 这 方面 的 一 些 重 要 不 等 式 . 

定理 4.3.1 it AA Hermite KẸ, a 为 一 实数 . B 是 由 (4.3.1) ENRERE RE, 
记 和 1 之 … 之 和 nm 和 ji 之 … 之 jntl THA A A B 的 特征 值 . 则 


Hi 之 Ài 之 H2 グー・ グ An—1 之 Lin 之 An グ n+l・ (4.3.2) 


正明 我们 需 证 明 
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zy’ = (x',t) A zl = (u,v) 为 (n+1) x 1 向 量 , 而 其 中 的 xz 和 u(t =1,---,n) 为 
n x 1 向 量 . 应 用 Courant-Fischer 定理 , 有 


* 
y* By 
Wi= min max - 
る 1 うっ る 2 一 1] U5 yy 
j=l,---,i—l1 
. の By 
= min max - 
1 5 "そる ー 1 り 十 る 2 y*y 
j=1, ,t—1 
~ * Ax 
= min max ーー =À, =2, ,nN 
Ul, Uil wl uw 5 Lo 
j=1,---,i-—1 
而 应 用 Rayleigh-Ritz 定理 
By 、 y* By Tr Ax 
M1 = Max > max 一 一 ご = max 一 一 一 = 入 ] . 
y YY 20o YY co TL 


一 方面 , 同样 由 Courant-Fischer 定理 , 有 
y 


, * By 
it. = max min 
Pi+1 Zi ik ylzj y*y 
27 三 1,… み 一 一 1 
* 
. y By 
< max min - 
Zn-i-l y+*7 Yy 
”0 xA 
. £ 
= max min = à, i=1, n-i, 
UL, Un—i— alu; T*T 
j=1,:::,n—-t—-1l 
应 用 Rayleigh-Ritz 定理 , 得 
_y By. yBy at An 、 
y Žo YY Z TL 


q4 1 Vee abpa e yy oe 


组 实数 fA}, A {us Ha, 它们 满足 关系 (4.3.2). 问题 
是 能 找到 Hermite 阵 4 RBS B, 使 得 它 们 的 特征 值 分 别 为 会 定 的 {Ai} 
和 pti. FR eA TX TT SES. 

定理 4.3.2 设 nn 为 一 正 整 数 , 给 定 两 组 实数 OST, Alu}, 假设 它们 满 


TE. AAD rH Nae T LA AS い だ プ リィ ー 1 5 


足 (4.3.2). w A = diag(A1,…・, An); 则 存在 实数 aknx1 实 向 量 b， 使 得 {fu} ntl 
为 实 对 称 阵 


,这 个 定理 表明 , MEPE BORE PHS EE 满足 交叉 关系 (4.3.2). 现在 考虑 
两 


的 特征 值 . 
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证 明 ”首先 定义 


n+1 n 
h 1 
a=) 太一 2 N (4.3.3) 
7 三 1 1 二 1] 


方 阵 B 的 特征 多 项 式 pB(t) 为 


YB (t) = det(tIn+1 — B) 


( Yi 5 \/ tt \ 
(Gn —- A ニル て allo 1 J 


= ん 一 一 一 人 |) oe 
【 a) eit di) (4.3.4) 
=0,j = 7 十 1 

ィ ロ 


P(t) = [le — hj), 


一 IK 一 Xi) 


因为 Pt) 和 P(t) DHA n+1 Al n 阶 多 项 式 , 故 存在 数 c 及 不 超过 n 一 1 阶 的 
多 项 式 W3(t), 使 得 


W(t) = Wo(t)(t —c) + Walt). (4.3.5) 
n 十 1 n 

(证 明 见 蒋 尔 雄 等 (1978), P.22). 直接 计算 表明 ,ec = Vou, —-Y°dA; = a. 因 ; 

\ Z 1 | \ Jd J -EL JA FI プイ ーー ジャ プレ ゲソ Ld (A A A F 

4 j=1 ? 王 1 

P(A) = 0 三 1 从 (4.3.5) 得 


の め 1(Az) = s(x), t=1,---,n 


于 是 我 们 知道 了 W3(t) 在 n AN A1, n 处 的 值 : Pili), 必 1(A。). 假设 
ry An 互 不 相同 , 应 用 Lagrange 插值 公式 可 得 到 
P(t) = > iNi) ot. 
1 - Wo(Ar)(t — Aa) 


? 王 1 
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Palt) ` P(t) 2 (Ailt — rs) 
结合 Pilu) = 二 0,7 =1,---,n +1, 则 
ai LS 9 | 9 2 2 7 
k ー P (ài) , 
.—a)— ss =, j=l, nl. (4.3.6) 
(u; = a) 2 Ps (Ai) (uj 一 Xi) 
比较 (4.3.4) 和 (4.3.6) 果 我 们 取 
Li UE Oe Ey PH し ジジ ハロ) ロン トコ CM コー レト 
b2 性 」 (A ) 1 
一 一 ) 二 二 ) 74。 
D(A; 
Fa / \、 へ Bn I の np 全 JI- 所 [下 WITH eT HH 
Wy) pB(u;) = 0, BH Wi ,Jntl N D WAAI, WAER PY Ae ey 
2(Az) 
事实 上 , 根据 假设 (4.3.2) 
2 十 1 
ur. (AM — 7 1Y2 NY .| 
ぞ 1 の パナ デブ キナ ブレ し l^ Hiji 
j=l 
VA) = (17t SY JAZ 一 入 | 
AN J ~ J ー プ 
lži 
Wp b he arl (A e7 \ 
IA DATE G J (4.3 ij. 

最 后 我 们 讨论 A A 中 ， BOA TSS TE. 假设 Xi = +--+ = An > 
Neti 之 …, Mk S 2. 根据 假设 (4.3.2), 有 pz ニテ We = Ai. 此 时 必 1( の 有 一 
个 因子 6 — wi)(t — à), 而 a(t) 有 一 个 因子 (t - xn)『, 且 和 1 作为 Bolt) 的 零 
点 ,其 重 数 为 于 是 我 们 可 以 用 

P(t) 
t) = ) 
91( ) (t ーー A1)*-1 
a(t) 
go(t) ニー テー 
(t — 1」 
和 和 Te /4\ 
mefyf 一 こ マフ 
93 い と / 一 (t ー A ) を -1 


分 別 代替 原 来 的 Pilt), Polt) 和 a(t). 此 时 , Ar 只 是 Palt) 之 单 根 , 因此 可 以 重 
复 前 面 的 讨论 , 定理 证 毕 . 
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在 前 面 的 讨论 中 , 我 们 是 把 矩阵 B 看 成 矩阵 4 Biz Ja AE CY Ba BA. 但 
是 我 们 还 可 以 从 相反 的 角度 来 看 这 个 问题, 把 矩阵 4 看 成 从 矩阵 B HRE nt 1 
行 和 列 之 后 得 到 的 主子 阵 , 于 是 , 关系 (4.3.2) 表征 了 n+ 1 阶 Hermite ELER n 


阶 主子 阵 的 特征 值 之 间 的 关系 . 这 里 要 说 明 , nn 十 1 阶 Hermite ME BA n+1 Fn 
PEM, 虽然 前 面 说 的 是 剔除 第 双 十 1 行 和 剑 后 的 主子 阵 , 但 (4.3.2) 对 任 一 nn 阶 


ar pe ye ee 本 一 -一 二 


主子 阵 都 成 立 . 这 一 断言 的 正确 性 容易 从 定理 4.3.1 的 证 明 过 程 看 出 来 . 
进一步 ， 在 用 的 不 只 是 剔除 某 一 行 和 剑 ， ACIP k 行 和 k 列 后 的 


n 一 k A Mth a H. G+ m 定理 要 回答 的 让 HB tere Ar $4 5 讨论 
ウー J] H; AR AE otu ree A ep AY E, TK WIP 34.9 WY yE- 
SAA (在 A At AE 4 吉 
J * MP PTAWY TN LL TEL 


在 应 用 上 往往 有 这 样 的 情况 ,我 们 感 兴趣 的 是 方 阵 4, 但 实际 上 4 不 能 被 精 
确 观 测 到 , 我 们 只 能 观测 到 A+B, 这 里 B 是 一 个 扰动 矩阵 或 称 误差 窍 阵 , 在 这 种 
情况 下 , 我 们 就 需要 研究 A+ B 的 特征 值 与 4 和 B 特征 值 之 间 的 关系 , 这 方面 
结果 的 一 个 应 用 领域 是 统计 诊断 . 对 此 课题 感 兴趣 的 读者 可 参阅 Wang Songgui 和 


T :1/1NAANN 
LISKI| L974). 


定理 4.4.1 (Weyl) i AM BX nxn Hermite K. 则 
Ai (A) + An(B) < Ai (A + B) < (4) 十 A1( お )。 i=1,---,n. (4.4.1) 


正明 因为 


TY Ax _ TBr _ x*(A+ B)xzx _ x*Ar x* Br 
+ min —— < ーーーーーーー < 一 一 十 ma 
TT ァ デ 0 TT T*T アキ の 〆 デ 0 T*T 


应 用 Rayleigh-Ritz 定理 (定理 4.1.1), 我 们 有 


AT |... a@(A+B)xr .rz*ArX 、，、 
十 An SS FS ーー tA) 
再 应 用 Courant-Fischer 定理 (定理 4.2.1), 即 得 (4.4.1). WE. 
推论 4.4.1 ee * A io B 为 两 个 n 阶 Hermite KE. 
D ACD B, 出 (4) > NB) = 1.… の 


ーー テア さる い ズ ユア al ALVA J 5 9 Fe 


WAR (1) ASB, MC=A-B>S>OWMA=-BI+CHA LAYER, 得 


Az(4) = à:i(B + C) 2 Ai( ぢ お) + An(C) 2 A(B), i=1, n. 


后 一 个 不 等 式 是 因 An(C) > 0. 得 证 . 
(2) 在 (1) 的 证 明 中 , 注意 到 对 A > B 的 情形 , 有 和 n(C) > 0. 命题 得 证 . 
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注 1 需要 指出 , 这 两 个 事实 的 逆 命 题 并 不 成 立 ， 例 如 , 对 情形 (1), 一 个 反 


例 为 
7 3 0) f1 0) 
A= , B= 
0 2 0 3 
JHE (9\ _A wale 
NJ IH /LW \S); | に DI リズ EE 
。 /30\ f10) 
ター キル 。 。 f? マデ キル 9 J 
\ ¥ ~ / \ ¥ る / 
定理 4.4.2 (Weyl) i AM BA nH Hermite K, 则 
(1) Ai(A + B) < 7(4) +A (B) i ラテ 7 十 ん 一 1 
(OV \. (AV LA(RV |” ーー (A R\ il Lb sm 
LAT ONE) T ABNEY) で ハバ 2 二 た だ ーn 1 J Thv tb 


正明 (D D = (aa atin) M 


V = (v, Un) HANERE, EAS H E 
分 别 为 4 和 B WREE A1(A) >--- >A 
2, 


n(A) 和 A1(B) > … > An(B) 的 特 征 向 量 


rm ort ps rt a 一 < 
Ww HJE 4.1.2, 有 
Tr Az アテ アァ 
Ai(4) +Ax~(B)= max max 
ァ デ 0 T ァ デ 0 アア キア 
Tut x Lv 
t=1,---,j—-1 t=1,---,k—-1 
z*(A+ B)z 
> max >À (A+ B) 
Tiurt,t=1,...,7—1 
zivr,t=1,...,k—1 
> Az(4 十 B), 


其 中 , 在 倒数 第 二 个 不 等 号 处 应 用 了 Courant-Fischer 不等式 (4.2.1). 
(2) 类 似 地 , 我 们 有 


TY Ax アァ 
Aj(A) +A,(B)= min + min 
«#0 アテ キア z デ #0 T*T 
rlut sLv 
t=7+1 ‘n t=k+1 n 
x*(A + B)x 
< min < Aitk-nl A + B). 
= 2#0 TT べべ Aj+k n( 十 ) 
elw;,t=jt 


ZJ 二 vt ,t 一 eh. 


在 最 后 一 步 我 们 应 用 了 Courant-Fischer 不等式 (4.2.2). 证 毕 . 


为 了 证 明定 理 4.4.1 的 一 个 推广 结果 , 我 们 先 证 如 下 引 理 . 


APB J LCIS NL Ee eee JH 7 “HI JA 1 コノ プロ y 


引 理 4.4.1 ik A J nxn Hermite RẸ, 9;,,---,5;, 8 の " 的 任意 k FN, 


Dj Cee CO, dims; =j t=1,---,k.. 
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wE 
M = {Xnxk i X = (T1,°++, Ek), X*X = Ík, ti € Sj i= l,e, k}, 
“i 
k 
max min trX*AX = > A). (4.4.2) 
i=1 yey 


证 明 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 4 > 0. 事实 上 对 任意 的 Hermite 阵 A, 存在 
d > 0, 使 得 


(4+ み うこ)Du(④+d = S5 a (A) + kd. 


1 i=l 1 二 1] 


trX*(A + dIn)X =trX*AX + kd. 


可児 , 我 们 只 需 对 4A > 0 证明 (4.4.2). 


证 明 分 如 下 两 步 . 

(1) 先 证 (4.4.2) 的 左边 > 右边 . 

W の の 为 A 的 对 应 于 特征 值 i(4) > An(A) 的 标准 正 交 化 特征 向 
Fe, 定义 


Sji = M (P1, Pih 2=1,---,k. 
因为 Jı < ee < Jk < n, 显然 Si, て Sja し に …・ て S;,,dim(S;j, ) = 7,? 一 1,...,k. w 
Biji) 一 (の の) 对 任 给 的 Ti に ら ヵ 2 =1,---,k, IEAI = 1, vi Lj =0, £j, 存在 
向 量 な , 使 得 zi = Gti, 于 是 


xt Ax; = な の BAP Gt 
2 2 i ~*~ (ji) (ji) "4 
LTO\ OSL)? 9 a fe 

之 Àj 


其 中 A 一 diag(Al， se" , Àn); H% ti 一 (0, n. ) U, 1)’ ET, 等 号 成 立 . 因而 


k k 

A > min X xzr4r < max min trU* AU. 4.4. 
2 > pip Doan < mx ly aas 
一 = i=1,::-,k 


(2) 证 明 (4.4.2) 的 左边 < 右边 . 
很 明显 , 我 们 需 证 明 , 对 任 给 的 k 个 子 空 间 


Cc. 一 0, m ... am QA. di ーー vn. a — 1 。。。 。 
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必 存 在 メニ (zi,…・,zr) E€ M, 使 得 


A f AN ~ < 一 水 A Trk ATT 
2 し 2 ルプ ラク 2272 2 min trU AU (4.4.4) 
w= 1 2? 王 1 
我 们 可 以 把 A £ th- IN, ALL uI. -rre be NTZ ST ー (In Fo /rT = 
我 们 可 以 把 A 看 作 C” 上 的 一 个 线性 变换 当 一 个 子 空间 と こ C ; ANI TTS 
z E L, Az E€ L R, 则 限制 在 子 空间 工 上 , 4 仍然 看 作 一 个 线性 变换 . WA Alr, Ale 
的 特征 值 与 特征 向 其 也 是 4 的 特征 值 和 特征 向 其 , H. 
Ai(AlL) < (4) (4.4.5) 


关上 于 这 一 事实 的 严格 证 明 , 见 孙 继 广 (1987, p. 124. 引 理 3.3). 
注意 到 4 一 定 是 包含 Si 的 某 一 子 空间 S™ 上 的 变换 , 这 里 dims” = m, 这 是 


因为 我 们 总 可 以 选 5” = C”. 由 (4.4.5) 知 , 为 证 (4.4.4), 我 们 只 需 证 明 , 能 够 找到 
ギュ っ Xk, 使 X = (Z1, Le) に M, H. 


Ja 
> 
(つか 


D> 
8 
へ 
ペー 


ロリ < 上 甘 . 
(a) i$ m = 1, WRT jk =1,k = 1, 由 Rayleigh-Ritz 定理 , 有 


Ai (Alsi) = max 7 “47 > xj Ary, 
[本 =: 


| いこ 
| . 
(b) 设 维 数 < m — 1 时 , (4.4.6) 成立 . 我 们 证 明 维 数 = m 时 , (4.4.6) 也 成 立 . Al 
k < jk < m, 故 这 时 仍 需 分 两 种 情形 . 
10. Æ k = m, 这 时 jk = k, AMPA ji = ii = 1, k. R ES, H 
_ 1 W trte ssl. O hh ty -T デミ Te -br ゼー CT 
Zill = i. TATV J 22 的 标准 正 交 基 {x1, £2}, FED 充 为 53 的 基 {X1, £2, £3}. 


直 这 样 做 下 去 ， 可 以 得 到 Ti E Si 一 1,---, k), 且 T1,** Tk 为 Sk 的 标准 正 交 基 . 
记 关 二 (zx1,…,Xk), A X*X = Ik, 利用 定理 6.6.1, 有 


S5 i(Alse) =, max trU* AU > Sa; Azti. 


ES 1=1 
此 即 (4.4.6). 
2°. Æ k< m, ZNZ jk <m 和 jx =m 两 种 情形 来 讨论 . 


rr? \ 


(FA): k <m, jk < m. 
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对 这 种 情形 , 有 维 数 为 m - 1 的 子 空间 Sse, 満足 


m— l1 m 


ンー CITY 
cs”, 


取 B = PAP, 这 里 P ARF] SM 的 正 交 投影 降 . 不 难 验证 , B 为 Sm-!1 上 的 
线性 变换 , 由 归纳 假设 


cy ンー gQ 
Djip Co 


k 
> Aj (Bl sm- 1 ) 之 x; Bri, (4.4.7) 
i=] 
“TA 。 一 a Dn / A (A A rN TD Af 9 4H 


Aj; (Bl gm-1) = Aj;(PAP|gm-1) = A;,(PAlgm-1) 


Ji N 


< àz (PA|sm) Ag, (Alsm), i=1,,k. (4.4.8) 
因为 所 有 zi e 97t, 则 
xti Ba, = xr} PAP7; = zi Az;, i=1,---,k. 


所 以 , 综合 (4.4.7) 和 (4.4.8), 我 们 有 
>》 Xi(4lsn) > > Ni(Blsm-1) > > af Ba; = > at Agi. 
?一 上 2? 王 1 i=1 t= 1 


于 是 , 对 这 种 情况 , 我 们 证 明了 (4.4.6). 

(ZL): k<m, Aj, =m. 

对 于 这 种 情形 , ji < j2 く …・S je 必 不 是 从 1 开始 的 彼此 相 邻 的 自然 数 ， 故 
存在 目 然 数 介 于 某 个 fi 和 ji ZI, 设 NM 为 具有 此 性 质 的 自然 数 中 最 大 者 , 即 N 
满足 

和 约定 jo = 0， 
(jo, Jk) =(N +1,--+,m), 
此 时 可 取 Sm 満足 
Si, CII ca So™. (4.4.9) 


另外 , 记 Pnie, Um A Alem 的 第 N +1,…,m 个 特征 值 对 应 的 特征 向 量 . 由 
(4.4.9) 我 们 有 


raj faom—1 a nm Y 
Di CS Mo) C: C (9 -1 S75,) 
应 用 定 f 
hy 用 定理 1.1.1, 得 
Aim(am-1la Q. \— Aiwam-l1 4 dimS;, ーー コミ ュー/ の 72 一 1 」 a 
ULL 1 キワ ナー UMO T UML j aug T 9; ) 


g 
IJ 
md T1 +5;) 
mm 
ーーー, i = L,- , た. 
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故我 们 可 以 取 SN, SN+1, 7" , Om—1 满足 
Sj, こ … C Sa CSN CSNH CESm-1 


这 里 , 当 = 1 时 , 约定 Sj = {0}. 


Pr RED WwW RY am-1 LAASE Me ARH hh 
仍 与 前 面 情形 FF, ÆA DJL. MOP NHov LAY EZX (Ee TR: =F JARFINA と た) 
Zi E Sji, 2 = 1, リー1, 
Lt = tE, し iv, a liù i, 
1E 1 


于 Ba; 十 と r* Bz; < 3 (B\ gm—1) + ul (Bl gsm) (4.4.10) 


t=N 
同 (4.4.8) 的 证 明 , 我 们 有 

dj,(Blgm-1) S Mi(Alsm), t= 1,---,0-1. (4.4.11) 
mt t=N+1, m, A ve S™1t=N4+1,---,m. 故 

BW, = PAP V, = PAD; = N(Alsm) P, 


这 就 是 说 , (4|sx) 是 B 作为 5m-! 上 变换 的 特征 值 , 注意 到 , An(Blom-), 


Ee ae Oe o 


( 
Am—1(B|gm-1) 是 Blsm-:! 上 的 最小 的 m— 个 特征 值 , 故 必 有 


m 
NIPI 、 Gf Alem) (4.4.12) 
Ld れい イプ |S +) てこ プレ “AT \4FlO J (Ee J 
t=N t=N+1 
综合 (4.4.10), (4.4.11) 和 (4.4.12). 我 们 证 明了 
l—1 m—] k 
hU ~NYy sats \ 
DriArit+ > T Ar, < > Ni(Alsm) 
2 一 二 t=N ?2 一] 
这 就 最 终 完 成 了 (4.4.6) 的 证 明 . 引 理 证 毕 . 
现在 我 们 证 明 一 个 关于 两 个 Hermite 阵 之 和 的 特征 价 的 
定理 4.4.3 i AM B 为 两 个 nxn Hermite K, C = ae 
ISAS Seen, 有 
k k k k k 
- So ay. + N° DR < NO < oj +N BbB. (4.4.13) 
Ld の" 全- Ld の Ld 7 ーー デ 


§4.4 知 降 和 的 特 征 値 . 93 ・ 


y; = min trX*CX (4.4.14) 
ノレ Ji XEM ? 
i=1 
WH MMe Veale 241 aata L HERI YV — ha . a.) ÆEYcM H 
IA VEY AE AIH) JIRE t.t., HAY AJ ATA EY 1 jis Ying)» ITF i T, EL 
min trX*AX = trY* AY. 
XE 
ina /< 一 To 4 4 ュ ーー 
TEA NW IIE 2.4.1, A 
k 
trY*AY < 》 an (4.4.15) 
La vt \ 
i=1 
另 一 方面 , 应 用 定理 6.6.1 知 
try BY < ノー 7・ (4.4.10) 
2 王 1 


k k 
Sy < trY*CY = trY* AY + trY*BY < 3 Qj; 十 > bi 


2 一 1 {=l 


此 即 (4.4.13) 的 右辺 不等式 . 


Mor (A 4 19) Ba eth RE. D— _ Ritts. >...» A. HYD Arey | 
ノリ ME (4.4.19) ロリ ビエ スル ラウラ いて VY = HP orl の 1 = Z On JJ HY TIHEI, イリ 
用 上 面 已 证 结果 , 有 


注意 到 6; = bni, i= 1,…,k, 这 就 得 到 
关于 两 个 Hermite 阵 之 和 的 一 个 重要 特 


13) 左边 不 等 式 . 定理 证 毕 . 


(4.4 
珠 情 Be B= wu, 这 里 和 4 为 %x1 复 


向 量 , 即 
C = Å + uu“ 
这 时 , B = uu* 是 秩 为 1 的 Hermite KE, 故 C 称 为 4 的 秩 1 BIE. 在 统计 诊断 中 , 一 


Jaa Wer. bret LL, AA wet bert cs。 Hoot ai vie 人 1 Pte, ー と っ の / つ こい 5 ん TD A 


组 数据 的 影响 分 析 往 往 归结 到 这 种 情况 , 不 过 在 统计 学 中 我 们 遇 到 的 都 是 实 矩 阵 ， 
于 是 4 是 实 对 称 阵 , u 为 实 向 量 , 下 面 的 定理 给 出 了 C = 4A 土 uw* 与 4 的 特征 值 的 
关系 . 

定理 4.4.4 if A H nxn Hermite K, u 为 任 一 向 量 , 则 

(1) Aizo(A + wu*) < Airi(A) < A (A E uu*), 
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< Nar (A £uu*) く (4),6 ニ 12 っ ター2. 
<i<n-1 时, 应 用 Courant-Fischer 定理 , 有 


rz (A +uu*)z 


(2) ri42(A) 
正明 当 1 


A\i(A +uu*)= mim max 


z デ 0 アテ ア 
nx(i-1) B*x=0 
pet A Laž \r 
。 LAI エエ UU JT 
> mim max 
B zr#0 アキ ア 
nx(i-1) B*x=0 
u*x=0 x 
l z* Ax z Az 
= mim max = Nn max 
iD au wd Wt “di ブー ds w 
nmx(i-1) B*ax=0 cj=u C*xr=0 
uwu™ T=0 
x* Ax 
> min may — \.,4 (A) (4.4 17) 
sr ELLLLL 14s へ J \ J 


= 一 TY 十 一 9 nm EY w A Courant-Fischer = HE AE 
JJ AJJ WH, AJ t — 4, ytl, イブ NN パ ケロ /OULU E DULCI A oe) TS 
」 . a (Atuu*)z 
\;(A + uu*)= max min - 
B x0 TT 
nx(n—i) B*x=0 
Zr (Atuu*)rc 
< max min 
x #0 TT 
nxa i) Bre z= 
m* Am 
T AL 


= max min 
C1 rz0 ZT 


其 中 C = ( C1 , Cn—i41) 


nx (n—i+1) nx(n-i) nxi 
m* Am , 、 
< max min = \;_1(A). (4.4.18) 
C zz0 TX 
C*x=0 
rP> x 
综合 (4.4.17) 和 (4.4.18), 定理 证 毕 . 
s ‘ HHH aktad RM nv yn 1 ERE We reim kK 
注 2 JE (4.4.17) WUC A, AP 151, D AMX 1 EPP HRJ, うす 人 1 コ 「 ビ タメ H | 
理解 
mt A 上 と る まい 
Ai(4 土 が ) 三 min max - 
ァ デ TL LT 
mxX({n-1) B* 
x*(A + uu*)z 
= max 一 一 -一 一 一 一 . 
rz0 TT 


在 (4.4.18) 证 明 中 , X i = n, Mi 


_ the か イェ エゴ An He stn Az B ーー っ の Tr 14 EG 1 H tmn E. fE ] | +4 
在 上 定理 中 , DAH nermite pe D UU , ロリ ルト ノリ +. AH iJ 


r(B) < ,那么 我 们 有 如 下 定理 , 7 些 事实 在 积分 方程 理论 中 具有 一 定 应 用 . 
定理 4.4.5 设 A 和 8B EN n x n Hermite 阵 , H 7(B) <t. II 
(1) Ai+2t( A + B) S へ Ai+t( A) S > \;(A + B), ? = 1.…・,2 一 2 


84.5 Sturm 定理 ・95・ 


(2) Aa sr(4) < XiHt(4 十 P) < Az(4)。 t=1,---,n— 2t. 
入 


证 明 ÆW Ai(B) >…・> An(B) X B 的 待人 Pie, Dn 为 对 应 的 标准 
i RAY HEAL itt} AAA rR ao + ry (R\_. \ /DY nn Mie pe aes a 
HA TUTT TEI Be PCG AW TLD) SU, A At+1(B) 一 = An (PD) = U, 内 HH の A EOS 


t 
B= A(B) YY; Lt. 
アレー アプ Pd 6 


ターー l 
t— 1 


定理 剩余 部 分 的 证 明 类 似 于 上 一 定理 ， 只 是 将 极 值 约束 条 件 u*x = 0 用 Wz 


4 x LCL E y- TH >r ヒレ 
5 こつ うと ANTE 定理 证 毕 . 


— OM, 
= U, 


| 


Ak(B) < An (A + B) 
Aj(A) ` A (4 +B)’ 


(4.4.19) 


Az( お ) min m x’ Bz 
Aj (A) ー Rk—1 RE an y Ay’ (4.4.20) 


ドーガ R*_ jy=0 


这 里 Rm 为 任意 nx m 的 邊 降 , E oo Al y 满足 zrz=1 y*y=1. HAD B>O, 


Z Br ン (A+B)z 


y Ay へ y(A+B)y + B)y’ Va,y€ Rn, (4.4.21) 
只 要 注意 到 (4.4.21) 的 等 价 形式 为 
r' Br a’ Ba < or! Am art Ans 
w Y HY RH iL’ yY Ay. 


结合 (4.4.19) 和 (4.4.21), 即 可 得 证 . 


BAA nx n WB ML <t <n, Alia, ++i) 表示 4 的 t 阶 主子 阵 这 样 的 主 
子 阵 共 有 ( ， ) 个 , 类 似 于 上 闻 研 究 镶 边 矩阵 的 技巧 , 我 们 将 应 用 Courant-Fischer 


し 


定理 建立 主子 隆 人 4( れ むる) 的 特征 值 与 A 的 特征 值 之 间 的 不 等 式 . 因为 这 些 不 等 
式 只 依赖 于 Ali, ++i) 的 阶 数 t, 而 与 具体 的 那个 主子 阵 无 关 , 于 是 下 面 我 们 用 A 
表示 4 的 任 一 t 阶 主子 阵 . 

定理 4.5.1 (Sturm) i$ A X n xn Hermite KE, A, 为 任 一 阶 主 子 阵 , 则 
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证 明 ”假设 Ay = Alii, it), 应 用 Courant-Fischer 定理 , 有 


a -~ の イア 
An—t+i(A)= max min —— 
B z 天 0 XT*T 
nx(t—i) B*x=0 
ン rr Ax 
max min 
> ら a r*r ) 
n x(t—:) B* «=0 
x4 =0 
IL tt 
w y= (Lists Ei) B = (bi, +-+, bn), Bi 一 (b:,,°°+, bi), 则 
上 式 = max min NA), i=l, t 
y デ 0 yy 
sx tt i) BYYy=0 
mr 人 SCI + 
另 一 方面 , 完全 类 似 地 , A 
Z* Ax 
\,(A)= min max 
B x30 T*T 
kK Ann 
> . AL 
min max 
a Z 天 0 人 人 
nx(i— l1) ロキ アァ ー0 
xj=0 
GRU ty tt 
y Ary 
= min max = ;(At), t=1,-:-,8 
y デ 0 y*y 
tx(i ) BY{y=0 
AE IÆ? . 
ルー 
CAR AiR ee A ETE 
SEY ハバ ビビ エグ ブ ドクロ HJ19 HL HL 


作为 上 六 Sturm m EEM A 用 , 我 们 首先 导出 著名 的 Poincaré 分 高 足 理 


定理 4.6.1 (Poincaré) te A An x n Hermite KE, U 为 n x k 列 正 交 阵 ， 即 
U*U = Ik. Ml 

An—ki(A) <AQ(U* AU) < A(A), i=1, k. (4.6.1) 

设 る = (p1, yn) 为 西 阵 , 其 列 向 量 依次 为 Ah(4) > … > An(A) 对 应 的 特征 天 


it. id Po 和 の | 分别 为 $ 的 前 を 列 和 司 ん 列 组 成 的 矩阵 则 (4.6.1) 的 右辺 不 
等 式 中 等 号 対 ? = 1,…,k 同时 成 立 当 且 仅 当 U = BoD, 而 (4.6.1) 的 左辺 不等式 
中 等 号 对 i= 1,.…,k 同时 成 立 当日 仅 当 U = PwD, HF D X kxk ER. 


A a 


证 明 将 UU 扩充 为 西 阵 W = (U: 


则 


| 


[ 右边 等 导 成 立 当 且 仅 当 X = SoD, 而 左边 等 号 成 立 当 且 仅 当 xX = 8 
| Gu), Gy 和 の 的 定 叉 同定 理 4.6.1. 
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注意 到 U*AU Œ A W k NETH 应 用 Sturm 定理 (定理 4.5.1) 得 


(4.6.1) 得 证 . 
当 U = PwD 时 , 


TT A Tr 


U AU = D* Dir ABk = D* diag(A(4),・ … っ Ak( 和 4) ) の. 
于 是 X:( び *40) = Xi(4), = し た 另 一 方面 , 若 AI(O*40) = (A) i= .kh 


” 则 存在 上 阶 西 阵 Cy, 使 得 


= 7 tee T 


Bp 
CTU* AUC, = diag(àı (A), ---, Mx(A)). 


| 结合 (UC1)*UC, = Ik, 上 式 表 明 , UCL 的 天 个 列 为 对 应 于 4 的 前 个 特征 值 的 标 
” 准 正 交 化 特征 向 基 , 于 是 存在 阶 西 阵 C2, 使 得 


UC; = の /,、 し ノ の 。 
a s 


WwW D= CCl. U = BD, 类 似 地 ,5 可 证 明 另 一 个 充 要 条 件 . 定理 证 毕 . 


注 1 不等式 (4.6.1) 是 由 Poincaré (1890) 首先 证 明 的 , 之 所 以 把 定理 4 
<= r 0 re (1890) AOU, <L APTVMATo Ee JE 4.6.1 称 


DIREM, 是 因为 在 不 等 式 (46.) 中 ,特征 什 Ay (4) 和 AGA) BEAU AU) 
“分 离开 的 缘故 


Poincaré 分 离 定理 有 着 广泛 的 应 用 . Courant(1922) 在 研究 受 线性 约束 的 机 械 


“振动 系统 的 振动 频率 问题 时 , 第 一 次 系统 研究 和 应 用 了 Poincaré 定理 ，Durbin 和 


| Watson(1950) 给 出 了 Poincaré 定理 的 第 一 个 综 计 应 有 田 人 人 们 应 用 Peinrnnr< THC 


マン アー ロロ = TAO o AC CE H J AV | JAUKI ALS: IB NJL エミ oincaré 定理 Wc 


”明了 下 面 的 推论 4.6.2, 并 导出 了 回归 分 析 中 序列 相关 的 著名 Durbin-WatsonD 检验 
(KÆ, 王 松 桂 1987, p.112). 


| 推论 4.6.1 ik 4 为 nxnn 半 正定 Hermite K, 则 对 一 切 满足 X*X = I, WE 
| E 
] [da-kri(4) < detX*Ax < TTAi(A), (4.6.2) 
2? 王 1 


で ーーーーー-@ [ 
【 


注 2 在 推论 4.6.1 中 , 条件 “4 是 半 正定 ” 是 必要 的 . 例如 , 对 


/， 、 \ 


~ 


4 一 


1 O 0 
0 -l1 0 , X= 
0 


O e= © 
- © © 
——— 
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(4.6.2) 式 就 不成立 . 
推论 4.6.2 (Durbin-Watson) if A An x n 半 正 定 Hermite 阵 , P 为 正 交 投 

BV Re (DY — bk W 

mee, T(P) = k. W 
L(A) <A(PA) SAA), = Lk. (4.6.3) 


右辺 不等式 中 等 号 対 一 切 的 ? = 1,…・, ん aa P=Py6,) 而 左边 
不 等 式 中 等 号 对 一 切 i = 1,…,k 同时 成 立 当 且 仅 当 P= Puda 
WHR 因为 PP 为 正 交 投影 阵 . 且 7(P) = ,应 用 定理 1.8.3, 了 可 表 为 P= QQ", 
HE Q WE Q*Q = Ik, 由 定理 4.6.1, RITA 


\n—k+i(A) < (の 7 46) < (4)。 i=1,---,k, (4.6.4) 
因 4 > 0, 于 是 の "4 の >0. 再 应 用 定理 1.2.7 知 , Q*AQ 与 PA 有 相同 的 正 特征 
值 , 故 
\i(Q* AQ) = (P4)。 i=1,-::,k, (4.6.5) 
zA (ARA PH (ARR) (AK 2) 7840 
ANA VUE) TH EUV), VEU] TY ML: 
由 定理 4.6.1 知 , (4.6.4) 右边 等 号 同时 成 立 当 且 仅 当 Q = B(x)D, 这 里 DD 为 
MEM, 于 是 P= Ga) Bb) =P ys.) 类 似 地 , 可 证 男 一 充 要 条 件 , EREE. 
定理 4.6.2 it A, B 为 两 个 nn 阶 Hermite K. 
(1) 夺 BZ0, 则 
M(B)N(A2) < MN(ABA) < å (B) (4°), t= 1,,n; (4.6.6) 
95) 2B \ (RV~N ) / ロ ンー0 MI 
J A ALW) A YAn PJS” Y, W 
\n(B)An—i41(A?) < (ABA) < A (BJA (CA, t= 1,---, 7; (4.6.7) 
(3) 4 B <0, Ml 
\n(B)An—i¢1(A2) < A: (ABA) < A1(B)An—igi(A*), i=1, n. (4.6.8) 


证 明 (1) 因为 和 1(B)In > B > An(B)L, 故 


\ı(B)A? = A(àı (B)In — B)A + ABA > ABA, 


< の 


eee” 


ンー 
上 > 
op) 


84.6 ”和 矩阵 乘积 的 特征 值 . 99. 
-一 -一 一 一 YO 


4 B > 0 时, NX(B) > 0, 从 上 式 立 得 (4.6.6). 


HR 两 条 结 吉 论 可 从 (4. 6. 9) 及 下 面 的 事实 推出 a<Q HY, di (aA?) ーー OAn—i+1 
A2 yr pl 
(42). 证 毕 . 


推论 4.6.3 设 A 和 B 为 nxn 半 正定 Hermite KÆ, 则 


A (A(R < VARY LAALAND __ 14 fA Ran 
An IJA) ax MAD] a ALAN CD ), t = l, ) Tl; (4 Ob 1 り ) 
Ai(A)àn (B) < (4 ぢ ) < Ai(4)à (B), i=1,---,n (4.6.11) 
STOH HIA /ADYV — A £ AL/2 0D 41/2. „1/9 rh pa rt ーー _ 
WHA 利用 AAB) = (AVY BBA?) = AlB? ), 从 (4.6.6) 便 得 到 所 要 
结论 
定理 4.6.3 设 4 和 B 为 两 个 任意 阶 复方 阵 , AAB) 为 AB 的 任 一 特征 值 , 
则 
An(A*A)An(B*B) < |A(AB)|? < Xi(4*4)Xi(B*DB) 
证 明 i ”为 特征 值 X4B) 对 应 的 单位 特征 向 量 , 则 
ABy = A(AB)ọ, 
の * B* A* = X(AB)y* 
于 是 
の お *4* ABy = |A(AB)}?. 
Ry HH Raclaiah Dito OIE 日 
が LVARICISN-INIUZ EITE, AF 
\1(B* A*AB) = max 2*B* A*ABz > |A(AB)|?, 
\n(B*A*AB) = min z*B*A*ABz < |A(AB)}, 
即 
\n(B* A* AB) < |\(AB)|? < 4, (B* 4* AB) (4.6.12) 
FA HRA A eo Lr 
LIITE G £.V.0, IJA 
\ı(B* A* AB) = Xi(4*4BB*) < AN1(A*A)N(B*B), (4.6.13) 
| An(B*A* AB) = \,(A*ABB*) > \,(A*A)\n(B*B). (4.6.14) 
综合 (4.6.12), (4.6.13) 和 (4.6.14), 定理 证 毕 . 
注 3 记 ci(4)>…>on(4) 和 ci(B)>…>on(B) 分 别 为 4 和 B 的 奇异 
值 , 则 定理 4.6.3 的 结论 可 以 改写 为 


on(A)on(B) < |A(AB)| < o1(A)o1(B). 
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利用 定理 4.6.2, 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 , 它 是 Poincaré 定理 的 一 种 推广 . 
定理 4.6.4 设 A H nxn 半 正 定 Her mite KE, UWnx pH, 满足 


U*U = A = diag(ô1,::-,ôp), 9 >0, t=1,---,p, 
则 
A。(4)6, < A(U* AU) SA1(4)6。 t= 1, 2D. 
WHA iW = UA, ll W*W = 万 ,注意 到 


\i(U* AU) = NAL2H AW Al”), 


应 用 定理 4.6.2(1), 则 有 


对 W* AW 应 用 Poincaré 定理 , 得 
NW*AW) < A1(A), 
\p(W* AW) > An(A), 


ia mir? ArT 


代入 (4.6.15), 定理 得 证 . 
注 4 在 定理 4.6.4 条件 下 , 类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 


5p Mpti(A) < NU*AU) < ACA). 


定理 4.6.5 设 4 和 B 为 两 个 n xn 半 正 这 Hermite 隆 , (A) C M(B), xX 
为 n x k WW, q = r(B),t = r(BX), W 


正明 asec A> 0, B > 0 和 .和 (4) こ M(B) 容易 推 知 , 対 一 切 i, A (B7A) 
5, ((X*BX)~ X*AX) 与 所 含 广义 道 选择 无 关 . Al B > 0, HRW q, 依 满 秩 分 解 定 
理 (定理 1.5.3), B ARH 
B = GG*, 


[中 , G X nxq EK, r(G) = q, A BBt 为 向 .VM(B) 的 正 交 投影 降 , M (A) て M(B), 


4 = BB+A, 
A = AB+ B. 
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因而 
A = BB+AB+B = GG*(GG*)+ A(GG*)+GG*. 


利用 GT = G*(GG*)+( 见 定理 1.7.10), 上 式 可 改写 为 


A Am 十 4 // イ ノイ 十 ヽ * 
A=GG"TA(GG")*. 


wW E = GTA(GT)*, 这 是 半 正 定 Hermite 阵 , 于 是 


A = GEG*, (4.6.18) 
【人 a ZB wil 
AA M AFEN 。 
(X*BX)~X*AX = (X*GG* X) X*GEG*X. (4.6.19) 
注意 到 上 = r(BX) = r(G* X). & 
G*X = PDQ* 


为 G*X 的 奇异 值 分 解 , 其 中 DD 为 txt 非 奇异 对 角 阵 , PAL Q 分 别 为 gxt 和 大 xt 
HERE, P*P = Te, Q*Q = Ie, TE (4.6.19) 中 , 取 (X*BX)- 为 (X*BX)+, 则 


(X*BX)*X*AX = QD P*EPD*. 


rT -人 = T? vr s 


di ((X* BX)" X*AX) = A: ((X*BX)*X*AX) =\,(P*EP), i=1,...,t, (4.6.20) 


\qg-t+i(E) <S A (P*EP) < (E), i=1, t. (4.6.21) 
— E 
Ad pS WY 
(RY) = CT A(OT)*) — Y./7 の の *N 十 A) — \.(R+ A) _ 4 4 (A AR ONN 
パウリ Aia AWG J ) A J) A) SAD A), t = l, ぅ し 。 (4.0.24) 


综合 (4.6.20), (4.6.21) 和 (4.6.22), 定理 得 证 . 


数据 的 统计 分 析 理 论 . 
下 面 的 推论 是 该 定理 的 一 个 直接 结果 . 
推论 4.6.4 i£ AÑ B 为 两 个 nxn Hermite K, A>0,B>0,X Ynxk 
阵 , r(X) =k. 则 
k k 
(1) >》 XpHi(B-14) < tr(X*AX(X*BX) 1) < < OX i(B-1A); 
i=1 <=] 
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k 
2) JP- eti(B A) < detX*AX/detX*BX < |] (B74). 
在 结束 这 一 节 的 时 候 , 我 们 再 氢 述 几 个 关于 两 个 半 正 定 Hermite 阵 乘积 的 特征 
值 的 结果 . 
定理 4.6.6 A 和 BAW nxn 半 正 定 Hermite K, M 


更 进一步 , 还 有 
定理 4.6.7 i AM BH nxn 半 正 定 Hermite K, 则 


k k 
へ Ny fAD\~ NANOK / AN. /DN 4 .一 一 ン ン m 
アプ レバ を (aD) = アプ レス を し すけ 入る 一 を 上 すれ ワル i Z4 < < ik S Tt 
t=1 t=1 
这 两 个 定理 的 证 明 将 在 88.6 给 出 ( 见 定理 8.6.3 和 定理 8.6.4). 


—** whe FF 


定理 4.6.8 ARB An xn AER Hermite K, 则 
k 
ID ; (AB) < [Dut \\(B), 1< <- <ikSn 


“k=nW, 等 号 成立 . 
证 明 见 Lidskii(1950). 


Fo aA Ih 


利用 此 定理 , 我 们 可 以 很 容易 地 证 明 如 下 事实 . 
定理 4.6.9 HAM BAnxn EZ Hermite KE, 则 


][ (4B) 2 TN AM ari(B), 1S ta <- < ik <n, (4.6.23) 
一 t=1 


“4k=n 时 , 等 号 成 立 . 
WHR Rit A 和 B 为 正定 阵 , 应 用 定理 4.6.8, 得 


II Ai (A j= JJa: Ax (BO? ABY?) = -TI Ni (B71B1/2AB"/2) 


t=1 


< [A (B)a(BY/? 4B?) 


k 


k 
= [[ A74 41(B) |] (48). 


t=1 t= 1 
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于 是 对 A 和 B 皆 正 定 的 情 形 , 我 们 证 明了 (4.6.23). 


E A fil B 为 半 正 定 阵 , 则 对 任意 < > 0.4 十 7 和 Brel 都 是 正定 阵 , 对 它们 
Hi A 3 H 实 可 得 到 一 个 テル と aC Af pb っ < た トー AFL Ar ナビ FI Ye PP ーー 
AIN GULF FY IFE 上 相应 的 不 等 式 ， 全 € — 0, 注意 El FE EY FFE JE KE WY IL 


FRIESE Pw, 便 得 到 (4.6.23). 证 毕 . 


分 别称 为 4 的 Hermite 部 分 和 斜 Hermite 部 分 . 如果 A 本 身 就 是 Hermit 
S =0, 因为 此 时 4 的 所 有 特征 值 都 是 实数 , 故 


这 里 Iml) 表示 复数 的 虚 部 , |||] 表示 5 的 任 一 种 范 数 . (4.7.1) 表明 Hermite 阵 4 
的 斜 Hermite 部 分 的 范 数 给 出 了 4 的 特征 值 的 虚 部 的 模 的 上 界 , 类 似 地 , 若 4 本 身 
a Hermite PE, 则 H = 0. 因为 此 时 4 的 所 有 非 零 特征 值 皆 为 纯 虚 数 ( 见 本 节 


2 或 许 以 超 (1062 n 420 STH FE tee 
。 EO, AC 


いた ピピ ピピ) F ) 2E YJj HAH 


>_IRe(Az(④))| < II = 0, (4.7.2) 


范 数 给 出 了 A 的 特征 值 实 部 的 绝对 值 的 上 男 下面 的 Schur cs TE EY MAE A TE i 
A-A G J 42 HITI ロレ ロブ で ロロ ロリ ニー ウロ ハ J BELH LIT. HI ロリ OCHUT E EIEI ETTAN IAI 


定理 4.7.1 (Schur) WA X nxn AFE, Ale 表示 A 的 欧 氏 范 数 , 即 Alle = 
(tr(4*4))272， Ai, ーー ) Àn 为 4 的 特征 值 ， 则 


AP < AIP: (4.7.3) 
2? 王 1 
n 
XQ Xin 2 1 テテ ロウ fam ak 
D_|Re(Aa)|” < A (4.1.4) 
2? 王 1 
n 
2_ m (Ai)? < IIS- (4.7.5) 
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大 (4.7.3), (4.7.4) 和 (4.7.5) 中 有一 人 等 号 成立 , 则 其 余 两 个 等 号 也 成 立 , 且 等 号 成 
立 的 条 件 是 4 为 规范 阵 . 


ter wr 


证 明 根据 Schur 分 解 ( 定 


nxn 西 阵 U, 使 得 
A=UAU*, (4.7.6) 
这 里 A 是 一 个 nxn 上 三 角 阵 , 其 对 角 元 为 Ai,…, 入 。. BA, ||Alle = |Alle. 1 A 
的 非 对 角 元 为 6i;,7 >i. 则 
All® = || Alle = >, AE 十 2_ isl" > > PP 
这 就 证 明了 (4.7.3). 
根据 (4.7.6), 我 们 有 
H = UA A*)\U* 
9 \ ‘ 7 
TÆ 
nN |\ | \, 2 15 | 6 2 n 
IEIZ = Sj) ANY AO] > »》 Re 
La) 2 | 44) 2 | ~ 
i=l 1 i=1 
(4.7.4) 得 证 , 英 似 地 , 可 证 明 (4.7.5). 


从 上 面 的 证 明 过 程 可 以 看 出 , 在 (4.7.3), (4.7.4) 和 (4.7.5) 中 , 任何 一 个 等 号 成 
立 当 日 仅 当 所 有 ôy = 0, 等 价 地 , 4 西 相似 于 对 角 阵 . 根据 定理 1.5.5, 这 等 价 于 4 
为 规范 阵 , 定理 证 毕 . 

注 1 利用 这 个 定 


理 很 容易 证 明 推论 3.3.2, 即 对 任意 n 阶 复方 阵 
ldet4| < M™n"/? 
这 里 M = ileal 
n / > n \ n f a N 7m 
asta? = TEP < (= oP) < (Al | 
?2 一] \n i 二 ] J \n / 
< (1,212) 
\n / 
命题 得 证 . 
推论 4.7.1 i 和,…, 和 An 为 4 的 特征 值 , jw1,…, un 为 4*4 的 特征 值 , 也 就 
是 4 的 奇异 值 的 平方 , ci (A)(i = 1,…,n), 则 
n n n 
> NP < So mi = So? (A), 
? 王 1 i=l 7 
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FELH 4 为 规范 阵 . 
结论 容易 从 (4.7.3) 得 出 , 在 88.4, 我 们 将 给 出 (4.7.7) 的 另 一 种 证 明 . 
定理 4.7.2 (Hirsch) 设 4=(ai) X n xn 复方 阵 , 记 


Mi = max{|ai;|}, 
tJ 


M2 = max{|aij + ajil/2}, 


| 和 | S nMi; (4.7.8) 
IRe(A)| < nM2 (4.7.9) 
~= 2) } 
Im(A)| < nM (4.7.10) 
证 明 从 不 等 式 (4.7.3) 得 
n 1/2 
Al < 5 ae) < < ||Alle < Mi, 
于 是 (4.7.8) 得 证 . 为 证 (4.7.9) 和 (4.7.10), 注意 到 
Mz = max{|hiyl}, 
M3 = max{|sij|}, 
这 里 hy 和 si; 由 下 式 定义 
ET — /(h..\ — 1, 1 AF) 
fl = (lig) = ger a Jy 
S = (Si) = tA A*). 
ij) 9 \ } 
利用 与 上 面 类 似 的 方法 及 (4.7.4) 和 (4.7.5), 便 可 证 明 所 要 结论 . 
< の II (“A NY An AL 二 0 HSE] (AN =0 Moma As. _n wots A 
7 エ á PN (4.1.10) AH, 4443 = U fi M A Im デリ 0. ガー 7 I) iM3 Su SAK SA 


是 Hermite 阵 . 于 是 从 (4.7.10) 可 立 即 推 出 , Hermit 阵 的 所 有 特征 值 都 是 实数 . 
似 地 从 (4.7.9) 可 推出 : 斜 Hermite 阵 的 所 有 特征 值 都 是 纯 虚 数 . 


推论 4.7.2 (Bendixson) 设 A = (ay) X n xn XF, 入 为 A 的 任 一 特征 
值 , 记 
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ン ,/mn—1) 
SV~ ぅ 


证 明 iE Aree An 为 4 的 特征 值 . 由 (4.7.5) 得 


a 
G. 


Tm AN 
ルリ | 


トコ 


n | 12 

N、IT 2 & N | Qij ー Qji | ン mfn 1\ 2 

MA) S ? | 9 | NN ija ・ 

=l Fj 
H -bL A Bare RE REDIT? Ah AE ZA AH te ee raih eS EB. A Ges Se CUT BLL 
pa ノリ 42 EAA PH PIA OAV IL TP ULI AY ON PUA RK US AR A AVI ULIB- J]J AGL 
式 左 端 和 式 中 的 每 个 非 零 项 一 定 是 出 现 两 次 , 因而 

一 一 ” jn n e 5 HJF | WW OA 人 人 "AW FS TH 


2\Im(A;)|? < n(n —1)d?, i=1,---,n. 


特征 值 都 是 实数 , 则 我 们 可 以 通过 它 的 迹 给 出 它们 的 


64.8 Gersgorin H% 


Ab A vm ke 将 A AAA 人 x. 
it A= (aij) Wn x n K, HF A Ty RR OY 
Fa 


Eh 4 的 对 角 元 组 成 的 对 角 阵 , B 是 


~~ Ni Rw _ 月 *。 ~ ヽ 
=Z LTD, IA YUNG tl,’ ann), 


4 的 对 角 元 都 换 成 零 之 后 得 到 的 方 阵 ， 


A; = D + €B, (4.8.1) 
sapar 


信和 就 是 ・・ の E Ay at E a ee 


n = vi 。 ya" ` 
テリ — HI JY We LEELA Fe Q11,° 9 Unn HA プ ブ ノブ ナド ビデ ロナ ドリ J 


REEDS UR ESSER 所 以 , 当 e 很 小 时 , 我 们 有 理由 认为 4。 iia 
@11,°°°,Qnn 的 邻 域 内 . 下 面 的 GerSgorin RAEE T, 这 些 人 4 邻 域 是 以 Q11,° 


= V) 1 Ue Ar fa...) Yo nyn Re WI 
ĀE A L X ーー (Gij) JY EA Te PF ルレ 
i(A) = > |aij|, ? 一 1, i, 
了 
ta 
Gi(A) = {z: |z—au| < Ri(A)}, 
er /YAN Re A AAR 2 KM ONardensin BEE. 
PP Oia) AJJI A BY op CLSBOTID Wy i 
定理 4.8.1 (Gersgorin) 设 4 = (aij) H n x n 降 , 和 为 其 任 一 特征 值 . 则 
n 
(1) ie ll GtA): 
\ ハ ーー ノ / 4 eye“)? 
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(2) Æ A BY n SEE Gi(A) F, 有 m 个 互相 连通 , HSR n-m 个 不 连通 . 
则 在 此 m 个 圆 盘 组 成 的 连通 域 中 , AA 4 的 m 个 特征 值 


FEA  /1) 用 反 证 小 站 对 的 任 一 特征 值 》 
WL LA] JUA ULA. J HJ IL 


= | | 
1J ULIH ^; AE 


|A — ail > Ri (A), ~=1,---,n. 


对 方 阵 AT — A 应 用 定理 3.11.1, 得 到 |det(A7 一 4)| 40,305 A Æ 4 的 特征 值 相 予 

盾 . 得 证 . 

门 可 以 假设 A 的 前 m SR Gi(4)( = 1,…,m) 构成 
由 (4.8.1) 所 定义 , 记 

) Al, 对 Ae 的 任 一 特征 


wet 


面 的 n-m 个 圆 盘 分 离开 . 设 方 阵 Ae 
Gi(4。)(6 一 L, ee’ Nn 为 Ae 的 GerSgorin 圆 WESS 则 由 已 证 的 (1 


f 


{E A(4。), 
A(4。) € LU) Gi(Ae), 
? 王 1 
ロマ 上 ハン ニン ュー 
ブギ HLAJ りき と へ よせ 用 
Gilde) C G;(A), G;(Ao) = Gi(D) = Aji, 2 = 1, eee Th, (4.8.2) 
Gi(A1) = Gi(A), i=1,---,n. (4.8.3) 


因为 Xi(4e) 连续 地 依赖 于 © [0,1], 因 此 当 g 0 変化 到 1 时 , 每 个 Nez 表示 了 复 
平面 上 一 条 连续 曲线 , 其 起 点 为 和 (0) = aii 终点 为 (1) = 入 (4),i = 1,.…,n. 由 
(4.8.2), 当 e Æ [0,1] 上 连续 变化 时 , 4。 的 每 个 圆 盘 始终 在 4 的 对 应 圆 盘 内 ， 于 是 由 
假设 条 件 可 推 知 , 4。 的 前 m 个 圆 盘 始终 与 其 后 面 的 n-m 个 圆 盘 分 离 , 故 从 (4.8.2) 


和 (4.8.3) 我 们 可 以 断言 ， 以 Q115,°°*, Ann 为 起 M m 条 连续 曲线 (A eh: つう Ax (4。) 


全 部 落 在 UG (4) 之 内 . 特別 , 它们 的 终点 MA), (A) © 11 CLA). Jah 
Ti os Pt Kua J。 NJ Tu Fil vy L\44)5 s Amt — J, kak ACES 。 FN [YASS 

= m ーー 
可 证 ，Uj Gz(4) 不 包含 其 余 一 mm 条 曲线 Xi(4 = m4+1,---,n, 因而 也 就 不 包含 


ンジ を て / T レー S PH TAN 1 U seu 2 7°") Fas トレ ラグ ロブ 


— 
FP 
トー 
© 


Im elm 
| Rs 


© 
C 
‘N 


. 108 - 第 4 章 特征 值 


容易 验证 , 它 的 三 个 Gersgorin RH 


Ca1(4) |z — 1| < 1 
1 
G2(A): |z — 2| < + 
1 
Gs(A): | > 一 一 3| ~~ TJ. 
\ l | 4 


易 见 前 两 个 圆 盘 是 连通 的 , 而 与 G3(A) 不 连通 . 根据 定理 我 们 可 以 断言 , 在 Gi(4) 
中 


UG2(4) 中 有 A 的 两 个 特征 值 , 而 在 Ca(4) 中 有 一 个 特征 值 
因为 4 与 4 有 相同 的 特征 值 , 因此 对 A’ 应 用 上 面 的 定理 , 我 们 得 到 如 下 推论 
SA ‘A A AN Me anv en Re YY Meese sce m 
推论 4.8.1 Bl イブ ュー (Ugg) JY MENTO PP, NY AR IL TY ULE) w 


(1) Xe U Gi A"), 其 中 


G;(A’) 一 {2: |z — Qii| S Ci(A)}, 


(2) 若 4' Wm PAE Gi(4') 互相 连通 , 而 与 其 余 n-m 个 不 连通 , 则 在 此 m 
个 圆 盘 组 成 的 连通 域 中 , 性 有 4 的 m 个 特征 值 . 
因为 对 任 一 可 道 阵 PP-14P 与 4 有 相同 的 特征 值 , 因此 我 们 也 可 以 对 P- AP 


应 用 定理 4.8.1 和 推论 4.8.1, 得 到 4 的 特征 值 所 在 区 域 的 佑 计 , 适当 地 选择 P, 可 
望 得 到 较 好 的 估计 . 特別 , 选 P 为 对 角 阵 D = diag(di,---,dn),di > Di =1,---,n 


D7! ry __ a; aij J-L D7} AT ne te LL oo Ti た っ ゃ コブ 
时 , D7HAD = | 一 一 , 对 DAD 应 用 前 面 的 定理 与 推论 , 我 们 得 到 
~ f nxn 


Hit 4.8.2 i A=(ai;) JH nxn 阵 , 入 为 4 的 任 一 特征 信 . D=diag(di,---,dn), 
di >0,i=1,---,n. 则 


G 
一 U fz |z — gi| S zoe el 


Ii 


同时 也 有 
A € U Gi((D-1AD)’) 


ア n 1 ` 
一 1 |z — aiil くみ ジテ hl 
i=1 i—1 “2 
2? ディ 
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S4.9 Wielandt 不等式 
在 §1.9, 我 们 讨论 了 Cauchy-Schwarz 不 等 式 的 如 下 推广 形式 


其 中 , 4 为 n xn 半 正 定 Hermite 阵 , z,y 为 任意 一 对 交 维 向 基 . 因为 当 


z5 yE 
Aml Fst ELAT \/ ul p ip Œ yt y EE, Y YO et Hn RE eh Ca au iehi Schwar 不等式 (4.9.1) 
ィ ン 


J IJ JN) チル ラス ロブ トド バ ナー シー マサ Ts JH PIN IP) ARVLLY 


是 不 能 再 改进 了 . 本 节 要 讨论 的 Wielandt 不等式 , 要求 > 与 y 为 一 对 


是 对 Cauchy-Schwarz 不等式 (4.9.1) 的 一 种 改进 . 
定理 4.9.1 (Wielandt) i A X n xn 正定 Hermite KẸ, Xi >… >A, > OW 
4 的 特征 值 , 则 对 任意 一 对 正 交 向 量 z 和 有 


水 入 1 — À 2 
Ay < (x x) Az y Ay, (4.9.2) 
H r CRE 。 E&E an dk AQ9 Afe E A 
LTT 1L LL LA H] HB A yY, TK (4.9.4 


; E y 
WBA 显然 我 们 只 需 对 lz 
任 一 对 标准 正 交 向 量 , 定义 


月 人 中 vo Te TTJ e adtest ie” ~ 、 へ wen mr ef 7 Ht 
AA KE し タス ヘタ HL に AE HUMULO Fe, PLATT ULI Hi | H2 > U. IRIE Poincare ETE (W 
P+ 、 ム 
定理 4.6.1), 我 们 有 
Ai > ui > ue > 入 (4 9 2) 
hoa Pi Z PZ Z “An J/ 
|Z Ay 2 T* Mat Ar | mr Aa,|2 
1 es | 一 4- eA triw y 11y | 4ay | 
(2* Az)(y* Ay) (x* Ax + y* Ay)? — (x* Ax — y* By)? 


4det B åm u2 


(trB)? — (x* Ax — y* Ay)? (ma + pe)? — (a* Ax — y* Ay)? 


一 lin 4 n2” (4.9.4) 
Je | pes) 
这 里 等 号 成 立 当 上 且 仅 当 z*4z = y*Ay, H x,y 为 一 对 标准 正 交 向 量 . (4.9.4) 可以 政 
写 为 
I/I 
2 Fl 1 
Ay hp (£ E) _ | pe 
* . apt さて ーー 2 | 人 ’ 
z* Ax -y* Ay (141 + p2) Hı + pe ーー 4] 
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因为 右 端 是 w/o 的 单调 增 函 数 , 结合 (4.9.3), 得 


A | An _ た 
ア * Ax -y* Ay > AL 十 1 Al + An 


(4.9.2) 得 证 . 

Aid ei 和 Yn 分 别 为 对 应 于 AL Al An BY 4 前 酸 准 正 交 化 特 征 向 基 , 则 容易 验 
WE, 当 z = (pı 十 Pn)/V2, y = (pl — pn)/V2 时 , 等 号 成 立 . 定理 证 毕 . 
式 的 几何 解释 . 因 4 >0 


t 不等式 MFIP. 4a 
By HA ( 指 锐角 ) 的 余弦 , 那么 
|(Bx, By)| |x* Ay| 


cos( Bz, By) = 一 = 一 一 一 一 一 . 
(Bz, By) = 155 By 一 VE 
于 是 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (4.9.1) 等 价 于 
cos( Bz, By) < 1. (4.9.5) 


为 了 给 出 Wieldant 不 等 式 相 对 应 的 几何 解释 , 我 们 定义 方 阵 4 的 条件 数 


X 
ンー へ 
aN 
“Nene” 
| 
ンー へ 
て の 
(œp) 
Nam” 


bo 
ンー ご 
bo 


| 
の ) 
jmi o 
= 


+ 
の 
j= © 
= 
トウ 
ISNI D 


I DNI D 


于 是 Wielandt 不 等 式 等 价 于 


cos( Bx, By) < cosé. (4.9.7) 
这 就 是 说 , 对 于 任意 两 个 正 交 向 量 z y, Bz 与 By 所 夹 锐角 不 超过 0 = (4). SH 
件数 (4) 很 大 时 , 我 们 称 方 阵 4 SORA. 因此 , 方 阵 4 病态 程度 愈 严 重 , k(4) 就 愈 


T 7 F 有 一 


K, 9 也 就 愈 大 , 此 时 cost 就 愈 接近 于 1, Wieldant 不等式 (4.9.7) 与 Cauchy-Schwarz 
不等式 (4.9.5) 也 就 愈 相近 . 这 表明 , 对 良 态 方 阵 AI x(4) 比较 小 ) Wieldant 不 等 


PRS Caychv-Schwarz AE ARK YE 
式 较 Cauchy DCNnWarz “4NSFIVA FCA EX Re. 
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84.10 Kantorovich 不 等 式 及 其 推广 


it A 为 正定 Hermite 阵 , 在 §1.9 我 们 证 明了 Cauchy-Schwarz 不 等 式 的 推广 
形式 


la* yl? < or Ar y” A (4.10.1) 
I“ ダ | oS Y J 
特别 当 c= y 时 ， 
(etx)? < et Ar -x* Ate (4.10.2) 
awe 7/ で ? 
Ae ih vt sre Ln 
wD) 46, A [Lum 4 FY, . 
ge ATT A T (A 1N 2\ 
i< 4.1U.9 
EAA meN Rayleigh 商 
zrAz ,. z* Atr 
on ` TT 


的 乗 彼 . Cauchy-Schwarz 不等式 (4.10.3) 给 出 了 这 个 乘积 的 下 界 1. 本 市 我 们 要 建 


WEN LF, 这 就 是 下 面 的 Kantorovich 不等式 . 


定理 4.10.1 (Kantorovich) 设 4 为 nxn 正定 Hermite 阵 , Ai 和 An 分 别 为 
其 最 大 和 最 小 特征 值 , 则 对 任意 非 零 向 基 x 


大 bie, YAS 4S E+ [A] Be z, 
x* Azz* Ale ン (Ai + An)? 
(x* x )* ~ Ady An 
4 2 = (yi + pa)/ ソ V2 时 , 等 号 成立 , 这 里 pi 和 yr 分别 为 A 和 An 对 应 的 标准 正 
交 化 特 征 向 量 . 
正明 AL > San WA 的 特征 值 , 4 = diag(A1,…, An). WHERE U, 
使 = U*AU. id y= Ur. 


(4.10.4) 


,/,\ 
&i = [uil (> ly o t= 1,2,---,0, 
Vari 
问题 归结 为 对 & > 0,9 & = 1, 证 明 :; 
1 二 1 
aE) S 4 和 AA。 ` (4.10.5) 


用 下 式 定 义 wi 和 vi(i = 1,---, n). 


Az = Az 十 Anvi, 
Ui Ui (4.10.6) 


1 en ーーーーー 
\ A A An 
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容易 验证 ， Ui 之 0, v; z 0,i = 1,---,n. 


再 由 
To) 
ーー 入 ; 2 Crm w) 1u: n V] 
一 (9 。- 9) 2 + paal An)? 
so l ÀlAn 
可 推 得 ui tu; <1,i=1,---,n. 
w ; 
u = > &iui, 
v= > éivi, 
i=l 
则 有 
utv= > &(ui + vi) <》 G = 1. (4.10.7) 
i=1 i=l 
vra 
J Æ 
3 > & \ = u,v 
(Soa 3 (S$ = (Ayu + Anv) X + x, 
— 2 (Ay ー An)? 
= (u+ v) tw- 
duv (Al — An)? 
— 2 
= (+e) f + (u +u)? 4A1An 


(Ar — An)? (Ai 十 Xn)” 
Ahn 4N》， 
于 是 (4.10.5) 得 证 , 容易 验证 , 4 z= (pl + pn)/V2 时 , 等 号 成 立 , 定理 证 毕 . 
4.1 


综合 (4.10.3) 和 (4.10.4), 我 们 有 
rr*Arr*A-iz (入 1 十 An)? 
1< ニーーーーーーーー < +. (4.10.8) 
(x* x) 4 入 1 入 。 


另 一 方面 , (4.10.4) 可 以 改写 为 


/ ヽ y \2 
zr Ax - z* Aa < SA T An (gtx)? (4.10.9) 
从 这 个 意义 上 说 ， Kantorovich 不等式 (4.1 10 .9) 是 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (4.10.2) 的 
“fi” 形式 . 
注 1 Kantorovich 不 等 式 还 有 许多 种 证 明 . 作为 上 节 的 Wielandt 不等式 的 一 
个 应 用 , 下 面 扼 要 介绍 田 外 一 种 证 法 . 
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= |x|? (Atx) 一 (x2*A-iz)z, 它 满足 z*y = 0, H (4.10.10) 
Ay = zll*z — (x* A7+2) 4z, (4.10.11) 
a* Ay = zll* — (2* Aa!) (x* Ax) (4.10.12) 
We |] \ JN J3 
y* Ay = —(x* Atx) (y* Az). (4.10.13) 


从 (4.10.13) 立即 推 得 y* Av = z* Ay < 0. 将 Wieldant 不等式 (4.9.7) 政 写 : 


将 (4.10.13) 代入 上 式 , 得 


lz* Ayl? < cos“0z* Azz* Alz(—y* Az). 


此 即 (4.10.4). 
下 面 的 定理 是 Kantorovich 不 等 式 的 一 个 简单 推广 . 
定理 4.10.2 (Greub-Rheinboldt) ix A M B 为 两 个 正定 Hermite Fe H. AB 


\ 

J 
= BA W`- N p Wl È- un TIIA AM BARE. J 
向 量 z, 有 


= 
>< 
= 
Hi 
cl 
LiL 
TIT 
A 


TY 和 42 ァ . ア * Ba (Aq p41 + nbn)? 
(c*ABr)? `~ AMM 


正明 ”因为 AB = BA, 根据 定理 1.4.5, 存在 西 陸 U, 使 得 = UAU*,B 
UMU*, XE A = diag(à1, An), M = diag(was,---s Hin), fit z = (AM)'/?U*2, C = 


AM“! =d diag ( At ーー Bh) pt Kantorovich KAE 
ら ・ パ カプ INYQIUOLOVICI “NAPE AF 
(i i, / 


(4.10.15) 


_x* A*ra* B*x ー z*Czz*C- 1a < (01 + bn)? 
(x*ABx)? (z*z)? ~ ë 46519。 `” 
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其 中 五 = max{ ÀE | ,6。 = min ŽE À. Ge EIRA d, W 
ô \ 
ara CHE) 
= 49616 ー A 
LT 4 ーー | 
Cy 


注意 , die 的 单调 增 函 数 , Hid oi = ie n = SE Bh bt Al ôn 的 定义 , 知 


Ql 、 01 
ーー 之 一. 
~ S 
Un Yn 
于 是 
/ an 
(1+ 一 | 
g< A es/ _ ib Mnpn) 
wI . 
421 4A1AnH1Hn 
On 
er TH EC 
a 年 HE 


現在 abate Kantorovich 不 等 式 的 进一步 推广 . 在 (4.10.4) 中 , ARIE z*z 
Mil y Kantorov h 不 等 式 变 为 


进一步 的 推广 是 将 nx 1 ey aE x PRK n x p FA X, 然 局 到 其 全 列 式 , 给 出 detX*AX 


-detX+ A -1v hh EA エー BK ロロ ma 1 Watenn(1a7t) プー テル タマ クセ モル ヒ 寺下 | 会 - 
“UCU A ロリ エル ブフ F・ XK J IA Aw, DIOOLHHLHICIU TH Watson( 1 79) 在 研 JULUEX (RBS 


数 估计 效率 问题 时 证 明了 下 面 的 定理 , 89.2 将 给 出 它 的 统计 应 用 ( 见 定理 9.2.1). 
定理 4.10.3 (Bloomfield Watson) 设 4 为 n xn EIRE, X Anxpk 


AE XX = Ip. W ` S++ SAn WA 的 特征 值 . 又 n> 2p. 则 
P A , \2 
detX’AX -det X' AT! X < [| mit (4.10.17) 
. 1 AN; An-i41 ` / 
2 一 1 
证 明 我 们 应 用 Largrange 乗 子 法 来 正明 . 记 A 为 p x p EZAK, 它 的 
=p(p + 1) AEA TCR TAR ALE メデ ズー ん =0, 定义 


F(X, A) = lndetX'4-1IX 十 lndetX'4X — 2tr(X'X A). 


利用 例 1.11.5 和 例 1.11.8, 我 们 有 


Olndot XATIX yy avi 
aX = \ ) 
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OlndetX 4X 
OX 
Otr( X'X A) 
OX 
对 F(X, A) 关于 X 求 导数 , 并 令 其 等 于 0, 得 


AX(X'AX\ + ATX (X'ATX) 1 -— X(A+ A’) =0. (4.10.18) 


= 2AX(X'AX)"}, 


= X(A + 4’), 


A+ A’ = 21, 


AX(X'AX)7' + AX(X'At X) =2X. (4.10.19) 
再 用 X'A 左 乗 上 式 
X'A ° X(X'AXY t = 2X'AX — (X'A Xy+. (4.10.20) 


因为 上 式 右边 两 个 矩阵 是 对 称 阵 , 于 是 左边 的 矩阵 X AX 和 (X'AX) 是 可 交换 
的 , 因而 X’A*X 和 X’AX 也 是 可 交换 的 , 应 用 定理 1.3.5, 存在 正 交 阵 使 X"4*X 和 
X'AX 同时 对 角 化 . 再 由 (4.10.20) 可 推 知 , X’AX 与 X’A-*X 也 可 以 用 同一 正 交 
阵 同 时 对 角 化 , 因为 将 X 右 乘 一 正 交 阵 之 后 ， (4.10.17) 的 左端 保持 不変 , 故我 们 假 
设 X'AX 和 X 4- 已 经 是 对 角 阵 了 . 
wW X = (£1, +, Zp), 则 


X'AX 


7 A ヽ 
AX = diag(z1 Az, - ,Tp ALp), 


X'A!X = diag(x, AT Layo sa Aap) 


Fain! (4.10.17) Ave M(X). FE 
Tru \ J eT SY A waj) 9 AS 
M(X) = | 4ziz4 zi (4.10.21) 
? 王 1 
tok (A 1N10\ WIE LD 
HH まり) IC JJ 
ATi 4 一 Ti 
ーーーーーー = 27;, t=1,---,p. 4.10.22 
ZL Ax; r.A- a; る 9 9 ‚P ( ) 
KEREK A, 得 
2. 
AT p Ti ony 0 i= Less p. (4.10.23) 
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由 此 可以 推 知 , 对 每 个 i,x; 和 Ar 位 于 最 多 由 4 的 两 个 特征 向 量 张 成 的 子 空间 . 事 
实 上 , p1, ,gn 为 4 的 对 应 于 Xi …,》n 的 标准 正 交 化 特征 向 基 . 则 z 可 表 为 
Ti 二 > og の 7 二 1,…,p. 于 是 


j=l 


—2Ar;=0, i=1 p 
x, AL; AT Ti 
n 
て 1 ] 
<> ) oz 7 < TA — 2A; j =U, i= 1, „P 
NAT A Ti / 
プーー 上 ア 
< a + | 2 入 0 1 p j=l n 
Q -一 一 る = = 
?7 x’ Ax; r.A! ; J ’ 9 2 だ ) 2 ’ 


于 是 对 每 个 固定 的 i, Æ aij #0, 则 特征 值 A; 必 为 二 次 方程 


1 
2u 十 一 一 一 一 一 0 


u 
xr; Ax; x; Airi 


的 根 . 因为 此 方程 最 多 只 有 两 个 根 , 所 以 对 固定 的 i, 最 多 只 有 两 个 aij #0. 这 就 证 
明了 每 个 x; 位 于 4 的 至 多 两 个 特征 向 量 张 成 的 子 空间 . 记 对 应 的 特征 值 为 a; 和 


L AHE `EH EZAZ 可 得 
Uis IKPA IAS TETK- RIAR R BE 


( a. +h: = 2r! År. i=l n. 
| wi T u 2 l) 7 ) どど) 
/ 
xv. Ax; 
t 
aibi ニー ズラ ーー, =1,---,p 
| „AIT 
Tze 
2 
/ / 4 一 1 (ai + bi) ， 
t; Arig; A ri = = PD. 


4a; b; 


容易 看 到 以 4-lziz'4zi 的 最大 値 不 会 出現 在 z, 和 Ari 只 落 在 4 的 一 不 特 征 向 
量 张 成 的 子 空间 的 情形 . 因为 我 们 假设 了 XX = Ip, X'AX 和 "42 为 对 角 


thy d LL A eer E E 


BE, 所 以 向 量 偶 {zx1, Az1),…, {xp, Atp} 张 成 的 p 个 子 空间 互相 正 交 ， 因 而 数 偶 
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121, b1},--+, {ap bp} 都 彼此 不 同 ( 重 根 按 重 数 计 ), 于 是 剩 下 的 问题 是 从 Xi > … > 
An 中 挑选 出 (a1,… ,ap) 和 (b1,--+, bp), 使 


+ b;)? 
M(X) Aa;x Az; (a 
( -1 aja AT x, = iat, (4.10.24) 
达到 最 大 值 . 
为 了 使 (4.10.24) 达到 最 大 ， 我 们 应 利 先 选取 Ai 和 An 配 成 对 , 构成 因子 (Xi 十 

\ \2/f(AN.\ \ Eh Wa \ tn Me 上 エ ハ ーー テー 1 
An)*/(4A1 An). FRI, 再 取 A2 和 An—1, 构成 因子 (A2 + An—1)?/(4A2An—1). 类 推 下 去 ， 
得 到 MX) 的 最 大 值 

Tr (A; + An—i41)? 

ーー を An 
定理 证 毕 . 


推论 4.10.1 设 4 为 n xn XHRKEERE, X X n x p BK, HEY p, 
Ai テーー テ An A 4 的 特征 值 , n > 2p. 则 


detX'4XdetX'4-1IX 站 (Ni + Ani)? 
ーー 4.10.25 
(det X’ X)? DE AXAn—i+1 \ 


证 明 Xt X 作 Schmidt 三 角 化 分 解 ( 见 定理 1.5.1): X = XR, XE X H nxp 
HRE, 满足 X'X = I. R H p xp 可 道上 三 角 阵 . 于 是 


det X’AX det X’A7!X 


(det X’ X)? = det X’AX . det X’ A`! X, 


JH 4 1n 9 +&3A783C 
エエ ユリ の JÆ 6 ITF 


导 证 . 
注 2 XF Kantorovich 不等式 , 文献 中 还 存在 着 许多 其 他 形式 的 推广 . 例如 . 
Khatri 和 Rao(1981) 证 明了 
detX’AYdetY’A*X _ yy (Ai + An—its) 
detX’X-detY’Y ~ it AAA say? 


其 中 X ALY EA nx p RIRE, H r(X) = r(Y) = p.n > 2p, > +: > 和 为 正定 阵 


4 的 特征 值 ; 
det X! A2 X det /B22Y Poti y 
(2 WUE A A CUJA 一 fd < TT (HM T Mn 
ーー (det X' ABX)? 5 ーー Alhifln—i41 
其 中 4 与 已 为 正定 实 对 称 阵 , H AB = BA, m >・…> yun 为 4B 的 特征 值 . 


さん i TY fa treta +s ey ùa -F 2b. 


KT Kantorovich 不 等 式 的 其 他 一 些 和 矩阵 形式 的 推广 及 其 应 用 , 将 在 87.6 和 
89.3 中 讨论 . 


TERE 4 的 范 数 JA] 有 多 种 定义 , 于 是 由 上 式 定义 的 条 件数 也 就 有 许多 种 . 但 最 
常用 的 条 件数 是 由 谱 范 数 |All 导出 的 , 称 为 谱 条 件数 . 在 本 章 中 , 若 元 特殊 声明 , 


F 


ae rs 


我 们 讨论 的 条 件数 都 是 指 谱 条 件数 . 


FAT Xi(B) > … > Xn(B) 和 o1(B) > … > on(B) 分 别 为 方 阵 B 的 特征 值 和 
奇异 值 , 则 GH 条 件数 


4 1/2 
(A a) _ oa 5.1.2) 


K(A) = || All|] A~* l2 = (aa = n(A)’ 


即 一 个 可 逆 阵 的 条 件数 等 于 它 的 最 大 奇异 值 与 最 小 奇异 值 之 商 . 若 4 Hermite 
阵 , 则 


K(A) = . 5.1.3 
(4) (5-1.3) 
BE 4 不 是 方 降 , 而 是 m x n 矩阵 , r(A) =t <n, 则 4 的 条 件数 定义 为 
(4) = 24) 
or(4) 
An B+ ABS EBA yh de PeR BSS Be 
aP AX YS HJ OT LAL ゴト 人 オド Ia KX M 
一 个 可 逆 和 矩阵 4 一 (0 ) ,Qn ) 称 ty Ee oA il mat st jp，.. > 自在 
スー Mon L J FAI YD HS ABT OHI IY Se uls; an K LTT 


( . HIER H 
在 着 近似 线性 关系 . 此 时 on(4) = AW? (A*A) 就 会 很 小 , 相应 地 条 件数 x(4) 变 得 很 
大 . 因此 , 条 件数 可 以 用 来 度量 矩阵 的 病态 程度 . 例如 , 二 阶 方 阵 
A= | be ) 其 中 e > 0. 
と 1 
容易 验证 : o1(A) = 1 + と, Os( 4) ー1 一 E. 当 一 1 时 


1 十 と 


( 4) = 
1 一 


— +00. 
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对 应 地 ,4 趋 于 奇异 阵 , 也 就 是 说 , 4 的 病态 程度 愈 来 愈 严重 . 
条 件数 作为 窍 阵 病 态 程 度 的 数字 度量 , 在 线性 方程 组 解 的 稳定 性 研究 中 起 着 重 


要 作用 . 下 面 的 定理 具体 地 说 明了 这 一 点 . 


IFJ. HH ロリ AG Se oe PPS Do "71 4 


定理 5.1.1 设 线性 方程 组 Az = b 有 唯一 解 z. 记 6A 和 本 分 别 为 4 与 5 的 
扰动 , HWE | AT loll 64 ls<1. 则 扰动 后 的 线性 方程 组 (4 十 6A)(z + 62) = b+ ôb 
有 


也 有 了 唯一 解 . H 
| 9z | r(A) ( || OA |lo__ || ôb I) 
lw | < | SA Il, Tal. * Wil (5.1.4) 
We” il 1 — (4) ae te NX U4? [4 HY i Ss 
© HA fl 
证 明 因为 14- lal 6A ls< 1, 根据 定理 4.6.3 知 , 4- 164 的 所 有 特征 值 都 小 
F1, 于 是 T+4- :64 的 所 有 特征 值 都 不 会 为 零 , 故 det(7 + 4-164) 4 0. 但 
det(4 十 64) = det A(I + A~*6A) = detA - det(I + A_'6A) £0, 
这 表明 方程 组 (4+ 04)(z + 5x) = b + 5b 有 唯 一 解 . 
因为 
x = (A +8A) t (b+ 8b) -z 
= AED NANT AS (5.1.5) 
应 用 人 恒等式 I+ C)-! =1- (1+ C)“!C, 2 
(I+6A-A"*) +} =I1-—(14+6A-A"')16A- AT! 
代入 (5.1.5), 我 们 有 
Ar 一 (4 AA\—1AB_ ra ATH A-l(T LSA. A-!\-15 4. 一 
(プレ (42 T U1) UU w T £41 U fi \4 TUA fi J ワイ モー ww 
= (A+6A)*6b— A “(1+ 56A-A')15A-¢ 
= [(A+6A)~* -A + A7"]6b — A71(1 + ôA- A7')“*6A- q, 
于 是 
| ôx |< (4+54) 一 一 4 二 14 fa) |] ôb | 
+ A llall (Z + ôA- ATH 194 ll æ I|. (5.1.6) 
再 利用 
(4+64) 一 一 4 =—A716A(A + 6A)7} 
得 到 
| (4 +84) — A™ log |] A™ lel] 5A llall (4+94 lp 
. = || A™ llall ôA llall (Z + 464) 4 | 
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| A- [BI 6A llo wan) 
1— || A? hal] 6A ls 
这 里 , 在 最 后 一 个 不 等 式 处 利用 了 定理 1.6.1. 同 理 
1 
| (T +6A-A*)7! l2< 5 (5.1.8) 
- || A= 541 
将 (5.1.7) 和 (5.1.8) 代入 (5.1.6), 得 到 
ー 1 ー+ 
| Sx | ご o WAT te y Sb II A lell ôA [a lx | 
POPES TAT py 64 fia TAA 
| Am? {lo 
= — 1A l2 (| 66 || + | 6A lell 2 I). 
1- |] A™ Hgl 0A fla > 
最 后 , 我 们 有 
| 6z | K(A) (! 64 ||» N || ôb | ) 
ls1 Si ga Ae UI4l Ta 
|| A |l2 
< K(A) ( 04 |l2 + | ôb N). 
iea Ae NH4k Ol 
|| A le 


定理 得 证 . 
(5.1.4) 表明 , 条 件数 (4) 反映 了 线性 方程 组 4z = b 的 解 对 于 A 和 ? 的 抗う 
的 稳定 程度 . 因为 (5.1.4) K ge K(A) 的 单调 增 函 数 , 所 以 x(4) | AA Xf A 5b 
的 同样 大 小 的 扰动 , Ar = 的 解 的 相对 改变 量 可 能 愈 大 . 关于 这 一 点 , 下面 的 例 子 
OM 135 SW AR TE et 


bbs - Les 
an Bes A | | ELAWEP Be. 


例 5.1.1 (Wilson) BENEH Ar = b ARMY 4 和 常数 向 量 b 分 别 为 


t 


( 10 7 8 7 ) ( 32 ) 
。 1 7 9 6 5 | , | 23 | 
Aș" 一 り = 
| 8 6 10 9 |’ | 33 | 
し 7 5 9 1o | a | 
ビ 的 解放 (z1, 22, 2a va)’ = (1,1,1,1V. 如果 把 5b 扰动 为 b+46b = (32.1, 22.9, 33.1, 30.9), 


z + 6x = (9.2, -12.6,4.5, 1.1) 
此 例 表明 , 对 常数 项 b 的 微小 相对 扰动 
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线性 方程 组 解 的 相对 改变 量 为 


Me ae Ale TE AA be sh kale ee He Un] 
IN J TR タッ バ ロ リ イル し 2 リオ ト M Bm. RTA BY 


持 不変, 而 4 扰动 为 


x + ôx = (—81, 137, —34, 22)’. 


与 原来 的 z= (1,1,1,1) 的 相对 改变 基 就 更 大 了 . 我 们 再 来 看 4 的 条件 数 . 因为 4 
为 对 称 正定 阵 , Ax (A) = 30.2887, 4(4) = 0.01015, 它 的 条 件数 


征 如 此 之 大 , 这 就 难怪 4 与 上 的 微小 扰动 会 引起 解 的 巨大 变化 . 这 个 例子 充分 直 
观 地 显示 了 在 线性 方程 组 求解 时 , 系数 阵 的 条 件数 是 何等 重要 ! 
为 了 减少 线性 方程 组 解 的 误差 , 在 应 用 上 我 们 应 当 尽 其 减少 系数 阵 和 常数 项 的 


误差 . 但 这 里 需 指 出 , 误差 是 不 可 避免 的 . 其 原因 有 二 : 第 一 , 在 应 用 上 , 数据 往往 


是 从 实际 观测 得 到 或 是 计算 机 算出 的 中 间 结 果 , 前 者 会 有 观测 误差 , 而 后 者 会 有 计 
算 误差 ; 其 二 , 无 论 我 们 采用 的 计算 机 多 么 先进 , 它 的 字 长 总 是 有 限 的 , 因而 在 原始 


at UPA) プア ペー SUE INI I ZI J IH YI プ ビ ビレ ンジ CA LA LH ロ HJ wt AC PH AA TYL AvyAH 


数据 输入 机 局 时 , 舍 入 误差 是 不 可 避免 的 . 鉴于 这 个 原因 , 当 解 线性 方程 组 时 我 们 
必须 符 别 注意 系数 阵 的 条 件数 . 有一 种 考虑 是 通过 相似 变换 降低 卸 阵 的 条 件数 ， 这 


Thr Pe «hn RTIH on YY FL LAL IAA YE A OTT Ga ee oe W Hg Ga ok ae 
PRII SBE” BK STUDER ER A EET A] el, 感 兴趣 的 读者 可 参阅 
Shapiro(1982) Al McCarthy 和 (1973) DI BEE bral wea vr eet 
MAP LIOS) PH WMICOAL LLY ずい ュ ワ イワ ウナ ルレ スル メモ リロ FU ae 聞い 
在 数理 统计 学 中 , 回归 系数 的 最 小 二 乘 估计 就 是 一 个 线 . 组 (EN AEE M 
je aur H > H rI AUA SY 


方程 ) 的 解 , N 难 明 A Me 最 小 二 乘 估计 的 稳定 性 研究 中 有 重要 应 
FA, 3 
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3. 对 任意 西 阵 ⑦, K(QAQ*) = k(4); 


FAL ar ANS EE Ca 
BUHL | ATLA 
の i( 44*) 
c(44*) = ーー ニー ベー が (4) > (4) 
Vnii J 


这 个 性 质 对 所 有 其 他 范 数 定 义 的 条 件数 都 成 立 , 但 证 明 不 像 现 在 谱 条 件数 的 情形 这 
么 容易 (見 Marshall 和 Olkin(1965)). 


Sr da <- 


定理 5.2.1 KAA BA nxn Hermite 正定 阵 , Wl 


特别 


证 明 不 妨 设 (4) Sg( ぢ ), 于 是 问题 归 


= 


为 证 明 
K(A + B) < K(B). (5.2.1) 
根据 Weyl 定理 ( 児 定理 4.4.1), 有 
\(A + B) < (4) 十 Xi(B)， 
An(A + B) 2 An(A) + An(B). 


于 是 
(5.2.2) 


十 
再 利用 惑 知 的 不等式 , 设 a, b, cM d FAHIER, 


7 Tr x 


(5.2.1) 得 证 . 定理 证 毕 . 
注 1 我 们 用 4 > B 表示 4 - B > 0, 一 种 范 数 


| 8 J 


IP 
A > 万 ッ 0 能 推 出 || Al] > |B||. Marshall 和 Olkin(1965) 证 WT BPE Rati 
anon ELT OT BH AS OE 5 数 定 的 茶 侍 表 定理 5.2.1 都 成立 . 


nxn Hermite 正宗 陸 日 全 採 坊 
J n xn Hermite 正定 隆 , 且 分 块 为 


11 Aj2 
\ ， OA, An 为 " xr 阵 ， 


A A 
4121 122 / 


D 
| 
ーー 
D> 
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则 


) 
(A) > k(A22 — 4514 A12). 
(1) 应 用 Sturm 定理 ( 见 定理 4.5.1), 有 
A(A11) < Ai(4), 
Ar(Ai1) > Mn(A). 


(2) PACHA | (网 定 理 1.7.11) 知 (An _ Az1A71A12)-1 为 4 


k(A22 — A21 A A12) = K( (A22 — A21 Aj A12)7?) 
= ん ((4ー L)22) S < K( AT L) = K(A), 


这 里 (4 )22 表示 A 的 右 下 角 (n 一 7) x (n 一 7) 的 子 阵 . 定理 证 毕 . 
接 下 来 的 两 个 定理 给 出 人 的 关系 . 


tHE 5.2.3 KAA B B bJ nxn Herm e 正定 阵 NU 


SN © ake =" F n F T Aon h コ erm eia Ad 1 T93 | 


max K(A) k(B) RK K °K 
à (3 PY sa (AB) < lA) AD) 


\n(A)An(B) < 6n(AB) = A}? (BA2B) < A」(4)A。( ぢ )」 
Ôn (AB) < An(A)A1(B) 


条 件数 
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定理 得 证 . 


定理 5.2.4 


An—p+1(A) 


设 AA nxn Hermite 正定 阵 . X A n xp, R(X) = p. I 
Ap(A)K(X*X 


<K(X*AX) < K(X*X)K(A). 


(5.2.3) 


“P 


i=1,-- 


An—p+i(A)Ap(X*X) < Ai(X*AX) < ANAMN (XX), 


(5.2.5) 


pP. 


i 一 1 


Ni(X*AX(X*X)) 2 An—p+ilA), 


ガ 一 方 面 


ws 


J 


1/2 X X*A!/2) < Xi 


| 
N” 


‘P 


i=1,-- 


Ni (Ai (X*X)A) = A1 (X*X)à (A), 


其 中 gi(.) 表示 最 大 奇异 值 . 


证 明 因为 


所 以 I 一 4A- (A 一 B) 为 奇异 阵 , RA 


|A: (A — B)|Jo > 1. 
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I 4 一 日 日 4 DII ~ 
HA H24 ~ D2 = I, 
因而 , | 
ai(A — B) = ||A - Ble ラーーーー テーーーー = の 。(4) 
[A 2 lA) 
我 们 得 到 A) 
ーー げ 1 4 の i( 4 
K(A) ニー 7 A) 2 一 人 
YUn\42) Ul\Z1 J 
定理 得 证 


S5.3 条件 数 的 界 


我 们 并 不 总 是 需要 知道 给 定 矩 阵 的 条 件数 的 准确 值 ， 事实 上 ,有 时 候 只 要 我 们 


スラ ウロ LE ンプ TTA IIJ 


能 够 佑 计 出 它 的 一 个 取 值 范围 也 就 可 以 了 . 为 了 这 样 的 目的 , 本 节 将 给 出 方 阵 条 件 
数 上 、 下 界 的 一 些 结果 ， ENDIE REN KNE, 应 用 起 来 非常 方便 


lL A on v mene “E {Wa UL > GA hE ST AE ty E r e oh Hb 7 \ ~ ~ \ 
WA ANIKN ZJ 方 RE, IEX iX E HY af TE (Bab ELR, E 递减 FLL FF 列 为 AL デー ング Ane 
Ww 
q P 1 
1 1 
M = 二 》 N= -trA, (5.3.1) 
n <— n 


1 
— tra? 一 * (tr)?| tr42 — M? (5.3.2) 
, M 和 S? 分 别 为 A 的 特征 值 A 45 eA 1 BE mm EE 
ング フロ H 1J HL IJH “1,5 An ロリ ラ ギ ノン | トド | ブイ TH フナ ンー NU ゲル し ナビ 


Fel 
准 差 . 下 面 的 一 些 定理 是 通过 M 和 8 来 给 出 条 件数 x(4) 的 上 、 FA 


我 们 先 证 明 三 个 引 理 . 


My 一 7 1/7, 
G2 _ AIM, fa (5.3.3) 
Dy — y レザ / 7 3 


HoH C= h- —11/. W 


/ 


~x 7 ~ \1/9 , ar ニー I 一 ， ~ y ルー。 41/9 ; 、 
DT CT) ミダ ター 444 ダ ユー ニア Cy < (nr Cr)”, (5.3.4) 
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且 左 近 (右边 ) 等 号 成 立 当 且 仅 当 存在 数 a < O(a > 0) K b, 使 得 y = az + dl. 
证 明 应 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 得 


(x'Cy)? < Czy Cy, 
由 此 立 得 (5.3.4). 注意 到 C 为 实 对 称 才 等 阵 ， 故 上 式 等 导 成 立 当 且 仅 当 Cy = 


\ 


へ (RA -re A 了 li 2E 了 コ whe h FY ， 14 
aCtr4=C (y 一 ax) = 0, FUT TER b, 使 得 Y — ar = bl, KI y =ar + bi. 


证 毕 . 


引 理 5.3.2 対 任意 一 品数 Ai 一 ` 2 An; 3 
f/t\ \ aA AA __ S 一 AA S a \ 
LA) An SM NI ST NN SA 
(e ーー キリ * (le ij t 
(2) 左辺 等 号 成立 <> À = = Àn; 
(3) 右边 等 号 成 立 A = ミーテ An 
(A\ col Ae ect tr ーー \ 
(2) 下 1 村 与 成 并 4 À = = An. 
证 明 因为 
2 
>, Sgt, | 
n (M — An) = | > (へ; — Àn) | 
[= | 
n 
= YOA — An)? + YOO; — An) (Ak — An) 
j=l j#k 
n n 
> X Aj- An)? = DLAs - M+ M — dn)? 
j=l j=l 
= n[S* + (M — X,,)’]. (5.3.5) 
于 是 
lnn AM \_\2 > nV? 
(fe mu y\ sve Anj zr TOJ ° 
re スプ SI ゃ /4\ Ma My Af に 
tE EI An < M, 由 上 式 立 得 (1) 日 左辺 不等式 . 
用 同样 的 方法 展开 701 wy 即 可 证 明 (1) 的 右辺 不等式 . 
FE (5.3.5) 中 , 符号 成 立 当 且 仅 当 
RN O Ys 、 。 ヽ 和 ~ ` ` ` 
PAAS, — An )( Àk 一 An) = US 人 2 一 人 3 一 二 An， 
7 ん 
Fil ssc aA TF (9\ HASEAAATC AA a BK a awu oR eke 
LL UL J (4), SAR SAC A UA EX ESR TAY, BEXAR EHS WE 


| ( ( LF. 
引 理 5.3.3” 设 4 为 nxn 复 方 阵 , 其 特征 值 全 为 实数 , 且 排 列 为 Xi >- 2 An, 


\ 


S<dA;<M+(n-1)'” j=1, n. (5.3.6) 
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特别 对 Ar 和 An 有 


gS 
M + ——~ <\1 <S M+ (n—1)'/28 (5.3.7) 
(n 一 1)t/4 \ } ’ (0-0-6 J 
M ( ヵ ー1)729 <A n S 77 一 ーー 9 | [E 2 Q) 
(n 一 1)1/2? (9.9.0) 


H. (5.3.7) 的 左近 (右辺 ) 等 号 成立 (5.3.8) 左边 (右边 ) 等 号 成立 を ラー1 个 最 
大 ( ) 自 


> ~ 最小 竺 征 值 相等 . 
证 明 在 引 理 5.3.1 中 , 取 z=ej=(0 :….0.1.0.....0Y XB 1 位 干 第 j 个 
net り ) 一 ) +95 IVJ 9 で エゴ ーー エキ ピ ビ た に 』 リゾ | 
SED, Y = (Al An, 则 (5.3.4) BH 


—(n-1)?5 < å- M < (n -1)2S, j=1,---\n. 


(FE 2 @)\ Viz ene (REI dA fea oC Ae Pt fe nn oN ba ee oh ee eo 一 レー 
22.0) THULE. (9.9.1) AASA (9.3.8) 的 行 过 人 不等式 可 从 引 理 5.3.2(1) 得 出 
其 余 结论 从 引 理 5.3.2(2) 和 (3) 推 得 . 证 毕 
下 面 的 定理 给 出 了 Hermite 阵 的 条 件数 的 界 . 
定理 5.3.1 (1) A X n x n Hermite 正定 阵 , 则 
S 
(n — 1)1/2 
K(A) 21+ で , (5.3.9) 
(n — 1)1/2 
当 n > 2 时 , 等 号 成立 rd) =---=dp. 
(2) 设 A A n x n Hermite 阵 ,tr4 > 0, (trA)? > (n—1)trA?. Il] A>0, A 
9 S 
n — 1)1/2 2S(n — 1)! 
1 十 aay く (4) < 1+ — (n 2 (5.3.10) 
ーー トン IVE ーー {n — ユア 7 で の 
(n — 1)72 
4 n>? +. ASE resp a A— T ann 
=J RY TNA SL ペー デイ ユエ し ょ ゎ わっ レン U 
证 明 (1) 当 4>0 时 ,由 (5.3.8) 右边 不 等 式 知 
S 
M — >0 
(n — 1)1/2 


由 (5.3.7) 左边 和 (5.3.8) 右边 不 等 式 便 可 推出 (5.3.9), 等 号 成立 的 充 要 条 件 由 引 理 


5.3.3 直接 得 到 . 


(2) 因为 


M 一 人 一 DY23 > 0<=>trA > 0 fl (trA)? > (n — 1)trA?. 
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再 由 M 一 (n 一 1)!25 >0 一 >0 一 4>0. 这 就 证 明了 第 一 个 结论 . 
因为 在 定理 条 件 下 , 有 4 > 0, 故 从 已 证 的 (1) 可 推出 (5.3.10) 的 左边 不 等 式 . 


oe oe ee F 


(5.3.10) 的 右辺 不等式 由 (5.3.7) 的 右边 和 (5.3.8) 的 左边 不 等 式 导出 , 再 由 引 理 5.3.3 
中 等 写成 立 的 条 件 可 得 到 此 处 等 号 成 立 的 条 件 . 定理 证 毕 . 
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无 论 从 定义 或 计算 角度 , 与 矩阵 的 秩 、 行 列 式 、 特 征 值 和 条 件数 等 概念 相 比 , 本 
章 即 将 要 讨论 的 矩阵 的 迹 都 是 最 简单 的 . 然而 , 它 在 许多 领域 , 如 数值 计算 、 通 近 论 
以 及 统计 估计 等 都 有 相当 多 的 应 用 . 许多 其 的 计算 都 会 归结 到 矩阵 迹 的 运算 . 本 章 
我 们 将 讨论 有 关 迹 的 一 些 重要 不 等 式 . 


86.1 迹 的 基本 性 质 


定义 6.1.1 设 4=(aij) 为 nxn 方 阵 , 称 它 的 对 角 线 元 素 之 和 为 4 的 迹 , 记 
为 tr4. 即 
n 
trA = > ai 
i=l 


容易 验证 , 迹 具 有 下 列 性 质 
(1) 线性 : tr(aA+ BB) = atrh 十 BtrB, 这 里 a 和 6 HRG 
(2) trA’ = trA, trA* = trA; 


(23) 7 A tn RAM n vyv amm W n 
\O) X A PH D JINA nxm F mx ft AR 


(4) 対 任 意 可逆 降 P, tr アー+4 ア = tr4: 
(5) 设 4 为 nxn 方 阵 , rH nxi WE,  z* Ar = trArr*: 
(6) BA, An 为 4 的 特征 值 , 则 


n 
trA = > A (6.1.1) 
Zw? H J 
2? 一 
< 一 , 
trA = 》 Xi (6.1.2) 
? 王 1 


( 

(8) ASO, WW trA 2 0, HS A =0; 

(9) AS BE A-BSO). 则 tr4>trB, 且 等 号 成 立 4A =B; 

(6) 的 证 明 从 Jordan 标准 形 及 (4) 推出 . 另外 (6.1.1) 也 可 以 用 特征 多 项 式 来 
证 明 , 详 见 推论 1.2.1: (8) 是 (9) 的 特殊 情形 ; (9) 由 推论 4.4.1 直接 得 到 ; (10) 設 4 
为 n xn 方 降 . 者 存在 正 整数 k, 使 得 A* = 0, 则 tr4 = 0. 利用 Jordan 标准 形 , 容 
易 完 成 此 证 明 . 
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86.2 若 十 基本 不等式 


对 于 两 个 m xn BM AA B, 迹 tr4*B 是 mxn 维 西 空 间 上 的 内 积 ， 也 就 是 
将 它们 按 列 依次 排 成 的 两 个 mn 维 列 向 量 的 内 积 . 利用 Cauchy-Schwarz 不等式 立 
即 得 到 

定理 6.2.1 “对 任意 两 个 mm x n ERE AMN B, 8 


数 , 特别 当 4 和 B 为 实 对 称 阵 或 Hermite KERT 
0 < |trAB| < (tr.A?)'/?(trB?)'/?. 

定理 6.2.2 设 4 和 B 为 两 个 n 阶 Hermite K, H ASO,B2O. M 
0<trAB < A(B)trA < trA- trB, (6.2.1) 


这 里 入 (B) 表示 B 的 最 大 特征 值 . 
正明 利用 上 节 迹 的 性 质 (3) 和 (8), 我 们 有 


trAB =trA'/’BA!/? > 0. 


另 一 方面 , 因为 i(4)B > BY? ABY?, 利用 上 节 性 质 (9), 得 


と 
W 
| 

ゝ > ン 


A (A)trB < trAtrB. 


证 毕 . 
推论 6.2.1 itt A Xn xn Hermite 方 阵 , 且 4>0. 则 


tr4・tr4ー ラ の . 


推论 6.2.2 if AM B 为 同 阶 Hermite KF, A>0, B20. 则 


へ 
D 
トウ 
トウ 

ュー ン 


等 价 地 


trB < ;(A)tr(A7'B) < trA-tr(A7*B). 


证 明 “事实 上 , 应 用 定理 6.2.2, 有 


一、 
(の か 
N 
Oo 

ーー 


trB = tr(A- A'B) < tr(A7!B)A1(A) < trA- tr(A~*B). 


56.2 若 十 基本 不等式 
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WEH. 


推论 6.2.3 i8 A X nxn iE Hermite 阵 , 则 对 任意 的 正 整数 k, 有 


tr( AF) < (tr(A))*. 


在 (6.2.1) 中 , $ B= AFL, 结合 上 式 , 我 们 有 


tr(A*) < tr(A)(tr(A))*? < (tr(A))*. 


推论 证 毕 
esTH e s o yL A tn Dp OLIE A WA TT 
4E4E U.a. X ATH D NP 1 YI Hermite 阵 . 
(1) 若 4>0, BB>0. 別 


trUn + AB)A < (1 十 和 Ai(4 ぢ ))tr4, 
trUn + AB)A < (n+ trAB),,(A); 


(2) GA>0, B>O0, W 


tr(In + AB)A = trA + tr(ABA) = trA + tr(Al/?7BAl/? A), 
应 用 定理 6.2.2, 得 
tr(4724724) < \ (A1? BA! trA = Ay(AB)trA, 


代入 (6.2.7) 便 得 到 (6.2.4). 


ーー レー に に 7 P=TH e 9 th fat 
7J JJ 面 , 应 用 定理 6.2 4, IJH 


tr(7+ AB)A =tr(I + A"/2?BA!/2)A < tr(I + A"? BAV?2)), (A) 


/ 


(6.2.4) 


(6.2.5) 


(6.2.6) 
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Fæ (6.2.5) 得 证 . 
(2) 因为 A > 0, 利用 8$6.1 迹 的 性 质 (3), 能 够 验证 


tr(In + AB) 1A = tr(In + A? BAM?) 1A. 


再 利 用 (6.2.2) 得 


tr 4 tr 4 
tr( + AB)-1A > s - 


trA 


> w 4 


4 4 了 DAN“ 
1 十 Ai( 4 ぢ ) 


定理 证 毕 . 
定理 6.2.4 i$ A X n W Hermite KẸ, A > 0 日 分 块 为 
/ Au An \ 
A = | 
\ Ao, Age } 
其 中 Ait 为 pP xP I, 内 | 


WEAR FE XK 
Aitel, A 
A(e) _ ( 11 p 12 | 
\ Agi Ago | 
这 里 ce > 0. 于 是 Ale) > 0. 应 用 引 理 3.2.1(1) 知 
4 _ An [A tel \-l1A.. NN 
£199 7191 111 T Etp) Aj? Z U. 


再 应 用 上 市 性 质 (9) 及 推论 6.2.2 得 到 
tr45。 > trAo1 (A11 + elp)” 
> trAo1 Aj2 
tr( Ai 十 elp) í 
即 
tr A * tr( 41」 十 elp) 之 tr42 412， 
fig = 一 0, 即 得 欲 证 . 
注 当 n=2,p=1 时 , 设 


Mil, 4 ABA 1 (472472) 


(6.2.8) 
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则 由 A > O 可 推 得 det4 > 0, 于 是 aiaz < aaz. 可 见 (6.2.8) 是 这 个 事实 的 一 个 
推广 . 


2tr4 < trA? + trB?, 


成 并 < >A =B. 


IH e の の JL A th D NM. WA AIA — > H Lir と ーー A PA Lhe fe fe 
EJE 9.4. AX AMD AN NYT 上 下 Hermite KẸ, 则 AEE AP n & AH 
ETEV Bla. (7J\<184(V\<-1F 
FT TH アド ピノ at Th CINY) a L, A 
tr(A — B) < tr((A -UBV)*(A—UBV))'”? < tr(A + B) (6.2.9) 


这 里 X1(C) > … > An(C) 和 gi(C) > > on(C) 分 别 为 n 阶 矩阵 C 的 特征 值 和 


奇异 值 
a HH トド か イセ テル ュ 下 ロゴ た AN A Of ves ーー AM a Pibe eer TT En tT7 R- 
WL =y) TANIA OODWO A A Z uU, WIA TB = 


Re(tr(A — UAV)) > 0. (6.2.10) 


由 于 4 > 0, 故 存在 一 个 本 矩阵 乙 ,使 得 4= PAP*, 其 中 A = diag(à (A), , An(A)). 


24 ps D R=(r | < 一 日 
wW VUP = R = (rij), W ral <1, H. 


Re(tr(4 — UAV )) = Re(tr(4 — AVU) ) 
= Re(tr(A — AP*VUP)) 


n 


= Ai(4)(1 ー Re Tii) 


A 
Hl 
や 
H 
> 
ST 
$ 
" 
Ll 
于 
+ 


对 A— UBV ne -奇异 信 分 解 得 


A— UBV =TDG’, 


Hh TA G* 为 西 矩 阵 , D = diag ( o1(A—UBV),- --,0n(A — UBV)). 
于 是 我 们 
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wQ=GT", Sik Q CARH, 结合 (6.2.10) 和 (6.2.11), 我 们 有 


= Re(tr(4 — UBV)) — Re(tr(B — UBV)) 


, 1/ 


< tr((A ~UAV)*(A- UAV) ) 
= tr(QA — QU AV) 


ア 


< Re(tr(4 — UBV)) 


2 


实数 , H. tr42 > 0. 


86.3 JE PEA HJI 


设 4 的 特征 值 全 为 实数 , 且 有 上 个 不 等 于 零 . 显然 1 > 0 strA? > 0. 


トー 


-~ 


d 


= 


设 n 阶 方 阵 A 的 所 有 特征 


定理 6.3.1 


Tat 


EA d bn Pura phe 


(1) GABA k EFEK, 则 


A oÈ a 


i 


ンー ヽ 
ャ 一 


で の 
< の 


ーー 


(6.3.2) 


(trA)? 


而 当 tr4 < 0 时, 有 


(6.3.3) 


< ka. 


-* Àn. 


tr A? 


BABY n PME As, 
Aly trA? > 0, Mk > 0. 不 妨 设 Ar,… 


-=A, = 0. 


,入 k NIF, 而 Anti 


apay 
HITY 
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JE EE I 


86.3 


下 平方 和 


0A, = 


H>OHA 


trA\? 
一 = 0. 
(5) >° 


1 


> _ =trA? -k 


k 


1 


H = 


ne 

> 

mi 

x 

> 

N 

n 

FR 

っ 

~ 

2 

N 

4 

十 

2 

ae 

L 

= = 
Ex 

Qo: 

ン て “ce 

| 

。 N 

~ ~ 

< 十 
一 

SN « 

BR HH 

-Ly 

RA 

一 ~ 

~ 2 
f 
Ne 


上 式 的 最 后 一 个 不 等 式 的 证 明 类 似 于 (1). 事实 上 , 记 Alk) 


A 
Se 
WV 
ング へ N ea 
ズ で < 
~ rot 
了 十 
AEAF 
Neti 
NE 
V 
ーー 
~ 
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定理 证 毕 . 
(3) Æ (6.3.2) 证 明 中 , 用 -4 代替 A, 即 得 (6.3.3). 定 
推论 6.3.1 设 A 的 所 有 等 征 值 都 是 实数 ， 正信 mY 征 1 


E trA? > 0, 则 


AD < max(kı, k2) < r(A), 


其 中 r(A) 表示 A WER. 
定理 6.3.2 KAA BAPTA Hermite Ke, 则 


且 等 号 成立 =>4p = BA. 


证 明 ÆX D = AB- BA. Ji] D* = —D, Bl D WR Hermite KE. 利用 


trAB =trBA, 我 们 有 


0 < tr(DD*) = 2tr(A? B?) - 2tr(AB)”’. 


a Mareus(1956) 把 本 定理 结论 推广 到 如 下 形式 . 
tr(AB)* < tr(A*B*), 


JI FPA. TY — Hr wel. 


其 中 , 4 和 B 为 同 阶 Hermite KF, k NERZ. 


定理 6.3.3 设 4 和 B 为 两 个 同 阶 Hermite KE, trA > 0,trB > 0. M 


mA + B}? tA ~ trB? 
aA g i a H, 


IT RaA ROA e91 wA Wh E n Aam K E- 
VA | ULY (0.0.0). PLIN ARSE USL A 人 NT HA2 UI | テイ 


t htn PR A 
T [LL DO bls 


= (trA)?trB? + (trB)?trA?, 


ンー へ 
(Œp) 
Co 
en 

wee” 


-一 、、 
=>) 
CD 
(æ>) 

ペー ン 
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Yang(2000) 给 出 了 tr(4B) 的 一 个 容易 计算 的 上 界 . 
定理 6.3.4 HAR B 为 同 阶 半 正 定 Hermite H, 则 对 任意 的 正 整数 k, 有 


tr(AB)* < (trA)*(trB)*. 


由 推论 6.2.3, 定理 得 证 . 
定理 的 证 明 是 由 本 书 作者 给 出 的 , EG Yang(2000) 给 出 的 证 明 更 简单 . 


86.4 Neumann 不 等 式 及 其 推广 


本 节 将 讨论 著名 的 Neumann 不等式 . 鉴于 这 个 不 等 式 的 重要 性 , 文献 中 已 有 
许多 种 证 法 . 这 里 给 出 的 证 法 也 许 是 最 简单 的 . 我 们 先 证 明 两 个 引 理 


n n—1 | 2 | n 
D_ aibi = >, (ai — Gi41) 》 bj + On 2 bj. 
i=l i 二 1 7 二 1 7 三 1 
证 明 上 式 右 边 可 改写 为 
nif i \ nif i \ n 
yoV pl_V [a Do ta Nb 
A My (OL T 
? 王 1 j=1 i=l j=1 j=l 
一] ? n 2 一 1 n 
し て lass) aa. So, 
La |% 22°75 | ノレ | tZ 77 | Tan 29 
i=l \ j=l / i=2 \ 7 一 1 / j=l 
n_1 fi i-1 \ n—1 n 
UK 0 en es ene 」 て へ 」。 en 
ー ノ ブー_ Mi ノ フレ ワー クー 9 の T A101 Qn ? 9; Tan ) Pj 
? 王 2 j=1 J 7 三 1 7 二 1 
n—1 


i=l 
证 毕 . 
Rim wh alee oe A 9 he Be RA o M eA d A Any 
| HI ロリ J ieee AR IE ta T AEETI, IA ETXI n GO 7J VT ULIA. 
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引 理 6.4.2 it A H nx n Hermite 阵 , 其 特征 值 为 Xi >… > An, 对 应 的 标 
准 正 交 化 特征 向 量 为 %1) Pn- 设 L1,°°', Tk 为 相互 正 交 的 问 量 ， 则 


k Ti AD; k 
i i 
< ; = eee ーー 
2_ の テア 。 ` dr k=l, ‚n=l, (6.4.1) 
i=1 ? i=1 
n 
* Ag. 
>, ーーー ー く な 4 (6.4.2) 


A = QAQ", A = diag(A1,---,An) 


记 了 为 n xk E, 其 第 i 列 为 


GO Ti 
(a*a,)1/2’ 2 5 


于 是 P*P =h. 因而 


2, — = trP* AP = trAPP* = >, Mibii. (6.4.3) 
i=1 “iMi i=l 


= k. at k =n fit 


eH J ) ) 


上 小 > 
OW 
ュー ン 


是 
k f n Ww 
Se < 》 Aridi 十 \ ノー パリ Ak+1 
i=1 i=l i 二 kk 十 1 
k k 
~ 1 / TF™h 有 1 \ 有 
=) Abit | trB— >) bü | Acti 


©. 
| 
トー 


i 


| 
Mr 
2 
= 
十 . 
ーー 
~ 
| 
M> 
gS 
~ 
+ 
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k 
= > (A: 一 和 +1)p0i + kàk41 


ーー 上 


< N: ー Angi) + kàk41 


2 一 1 


= 
os m. ° 


推论 6.4.1 i A= (aij) 4 n By Hermite 阵 , Ai >… > An 为 其 特征 值 . 则 对 
IERA 1 Sji S- Sje Ssn A 
k k 
》 aga SY As 天 =1 e,n. (6.4.4) 
i=1 ? 王 1 


i=1,---,k, 即 得 (6.4.4). 
注 注意 在 (6.4.4) F, Á k= n 时 , 等 式 成立 . 推论 6.4.1 及 k=n 时 的 等 式 关 
系 所 描述 的 Hermite 阵 的 对 角 元 及 特征 值 的 这 种 关系 , 称 为 受 控 (Majorization), 我 


ATES Are ES ee aT 讨论 这 个 问题 
WI Tan NS breed VJ GAA JHJ EEA. 


现在 我 们 证 明 Neumann 不等式 . 
定理 6.4.1(Neumann) Ñ$ A 5 B 为 两 个 n K Hermite KE, 它们 的 特征 什 
ANAT Ay S++ S An Mo S++ > pn. 则 


n n 
NO Nn < trAB Sc NV hen (BAR) 
Ld を が ブリ ルー る エー N xN Ld (A wk 4 J 
2 一 工 i=l 
En n 
FF AAC SFL >B =% p n—i419i9;, MEAFAR >B = 2 の の: ， 
4-1 2 一 上 
> FA LL, A hh vi 
IAE P1, Pn N A 的 灯 应 于 A, An 的 标准 正 交 化 特征 向 Œ. 


证 明 Ww B= (y1,--- pn), A= ding( May rn). Al 4 为 Hermite KẸ, 故 4 可 


A= 6A®". 


这 里 
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n= | ó | n 
trAB =X |i- Ai) > Gi | + A > cj 
2 一 1 j=l j=1 
n—i | a ] n 
< AiAi) Dg | + An Soy 
i=1 j=l j=l 
n 
= ` Aiki, 
i=l 


于 是 右边 IRER FUE, 其 等 号 成立 53 为 C 的 特征 值 -jj, j = 1,…,n, => 
"あーdiag (m, Hn) B= pipigt 


2 一 1 
在 右边 不 等 式 中 , 用 -BRE B, 便 得 到 左边 不 等 式 及 其 余 结论 . IE. 
当 4 和 B 不 是 方 阵 时 , 我 们 也 有 类 似 于 (6.4.5) 不 等 式 的 结果 , 但 其 中 的 特征 
值 要 用 奇异 值 代 替 . 这 就 是 下 面 的 推论 . 
推论 6.4.2 ik AM B'EI mxn Be, 它们 的 奇异 值 分 别 为 61 > … > On 
和 Yi グー グ Yn. 则 


ー > Siyi < Re[trAB*] < 5 SiNi, (6.4.6) 
其 中 ， 左边 カ 等 号 成立 <>B= one 面 右辺 等 号 成 立 <B = > Yipi di, 这 


2 二 ] a 
里 1 pm 和 ーッ め 。 分 別 AA* 和 A*A ATRL 6?,---, 02 的 标准 正 交 化 特征 
癌 基 . 
WEAR 设 7(4)=1,7(B)=t, 则 


ð >> -> 0) > 0, 0141 = = 6; = 0. 
Lo -一 Ti % ? 
nan > > > Noss 一 =y 一 由 
jl = ング [tb で 9 [tt 1 In had 
r y 
EX 
/ \ 
/ 0 A \ 
Mı = 
A* 0 


BAA Mi 的 非 零 特征 值 , 利用 引 理 3.2.1(3), 4 


| Alm -4 ) 
\ / 
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det (AI )det(AI, 一 和 -14*4) 


nn lit DT Aw AN へ 
=A dellA — AVA) =U 
这 表明 
— +45. メー 1 7 
A TOi, 6 = l, sb, 
Tæ, Mi WERRIBEE IHE, 则 为 
01 , "9 Ôl, 0, Sy My 一 01 a) 一 01， (6.4.7) 


同 理 可 证 , M2 的 全 部 特征 值 若 按 递 减 排列 , 则 为 


Yit ta 0 0, 一 ーッ 一 1. 
因为 


trA7」 47。 =tr | エッ ト trA*B 
\ 0 A*A | 


=trAB* + trAB* = 2ReltrAB*|. 


应 用 定理 6.4.1, 得 


min(l,t) min(l,t) 
nD 4 は 4 わ *] AF NAA NN Co | NT / gev \ 
NEU AD | = TMM? S ノー OiYi T La (04 )(—-7Yi) 
i=1 ?一 | 
一 9 S iYi, (6.4.8) 
2 一 1 
min(l,t) min(l,t) 
2Re|trAB*| = tr ルイ 」 Mo 之 >》 6;(—7;) + > (—ôi) yi 
i=1 i=1 
= —2) 975 
2 一 1 
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容易 验证 ,Mi 对 应 于 (6.4.7) 的 m+n 个 特征 值 的 m 十 n 个 线性 无 关 的 特征 向 
其 依次 为 


pı Pl Pl+1 Pm 
(a (a 
Wy pi 0 0 
\ / \ / \ / \ / 
0 0 ー の 1 ー の / 
9 一 7 十 1 = svt m+n- = ) Jm+n-l+1 一 ) ”dm 十 一 9 
V+1 / Nm/ 1 \ 1 / 


m+n t / ， \ 
MSN、 Nr Ya wm = Wow | Ot 1 / a 
ivi? L ズバ て イオ ブリ び 2 び る ノレ r いい rg 5 Yi J 
t / 。 \ 
、 ヽ | Pi 1 / ok \ 
ノー (Pi Yi) 
i=1 Wi 


| 
し ww 0 j 


这 等 价 于 (6.4.6) 的 右辺 等 号 成立 B = 》 yy}. 基于 此 , 其 余 结论 的 证 明 是 
i=1 i 


显然 的 . EER. 
” “推论 6.4.3 ”采用 推论 6.4.2 的 记号 , 若 4 和 B IKRE, 则 


n n 
一 > iy <trAB’ < > 8 (6.4.9) 
一 1 i=l 
目 左辺 等 号 成 立 一 一 Ye 面 右辺 等 号 成立 <B = DATA 其 中 
=] i=l 
yes o Ml ae eah Af AA’ 和 AA 对 应 二 620... 52 的 标准 正六 化 性 征 
Yi) ; Pn TH Yi, Yn WFAN SA FAA NMT 07, Ôn AU PP TE IE AS OTF IIE 


不等式 (6.4.6) 和 (6.4.9) 也 常 常 称 作 Neumann 不等式 . 


为 了 对 Neumann 不 等 式 作 一 些 推广 , 我 们 需要 如 下 引 理 . 
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引 理 6.4.3 ”假设 a > San, p1 > +++ > pin. Æ n(o n(n) 为 1,…,n 
的 任 一 排列 , 则 


< で 
ノー Oj Un-i41 < ノー Qr(i) Hi S 5 Qili. 
i=l i=l 


i=l 


Hrn 


5 プペ ~ ,..,.。. > > — ff 
ai = a Un TH kn 


WV 


~ ，， 
a Al 


假设 对 ;= 1,---,k, A (2) = i, 但 是 (を 十 1) =k4+t,t>1, m a(k+s) = k+4+1, 

s > 1. 现在 我 们 把 和 式 >》 On(i) Mi 中 的 两 项 ar(k+DHAk+l 和 On(e+s)Me+s 分 别 换 成 
TH ん Vr Se Zl 
On(k+s)Mk+1 TH On(k+1)Hk+s- HEAR EY 


(On(k+s)Hbk+1 + On(k4+1)Mk+s) — (Qn(k+1)Hk+1 + On(k+s) kts) 
= Čk+1Hk+1 + Ok+tUk+s 一 Ak+tUe+1 一 Ak+1Uk+s 


= (Ox+ ュ ーー Qk+t)(Hk+1 — Hk+s) > 0 


一 
だ Wi 


n n 
` Qn Hi S Ak+1Hk+1 + >》 On! (4) Hi, 
i=k+1 i=k+42 


i=k+2 
复 前 面 的 方法 , 便 可 得 到 所 要 证 明 的 结论 
现在 我 们 证 明 Neumann 不 等 式 的 一 个 推广 形式 , 它 是 由 Bushell 和 Trustrum 
(1990) 证 明 的 . 
定理 6.4.2(Bushell-Trustrum) if A Ml B ae n 防 半 正定 Hermite KE, 它 


FREE BA Ar > ++: > An SOM u. > 0. 则 对 任意 正 整 数 k, 有 
>》 MR i < tr(AB)* < SoHE. (6.4.10) 


证 明 ”我 们 可 以 假设 4 > 0, B > 0. 不 然 的 话 , 对 任意 的 c > 0, VA A+cl > 0, 


B +cI > 0, 最 后 对 所 得 结果 命 c 一 0 取 极 限 , 即 得 欲 证 . 
首先 注意 到 , 存在 两 个 n 阶 西 阵 U 和 Uo, 使 得 対 一 切 n 阶 西 阵 U 


ee HEDI 必然 在 革 个 Ui tr rr. L E-L, A, 
HY SE SEY EK, OMA TAS TEAR 1 TH U2 LIAS) AYN 1ATH AX dB - 
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在 (6.4.11) 中 , 特別 取 U = I, 则 得 到 


tr(AU2BU3)* < tr(AB)® < tr(AU, BUY)*. (6.4.12) 
ait Bi = UiBU?(i = 1,2), 我 们 将 先 证 明 ， 存在 n WEE X, 使 得 メ *4X 和 
X*BoX 成 对 角形 . 
a 
rly 0 
| (1 + le -e(l +e ee > 
P| 一 /1 I -12\—1/2 (1 」 lel2\—1/2 0 
ーー STe) ee bool j Ix(n—2) |? 
| n n | 
| (n—2)x1 (n—2)x1 In—-2 | 
rg と 
_ jel ixo 2) | 
F= E 0 
| lal me- 2) | 
| 
(一 2)x1  (n—2)x1  (% 一 9) in 2) 
其 中 In-2 M On-2 分 别 为 n ー 2 阶 单 位 阵 和 和 零 阵 . Omxn 表示 m xm 阶 零 阵 . 注意 ， 
这 里 R A, 且 対 充分 小 的 £0, RRA 


R = In + |e|F + O((el’). 
对 任意 的 酉 阵 T, 定义 
B = (TRT*)B(TR*T"*) = B + |e|T(FC — CF)T* + O(ļel?), (6.4.13) 


其 中 C = T*BT. 


容易 验证 , 对 任意 两 个 n NEE PAO, 有 
十 


ot 


tr(P 
因而 
tr(AB)* — tr(AB)* = kleltr[D(FC — CF)| + O(|e|?), (6.4.14) 
这 里 D = T*(AB) 1AT. 
因 (AB)*-1A > 0, 故我 们 可 以 选择 西 阵 7, 使 得 D 成 对 角形 . 即 


F ーー マー -p 


D = diag(di, . ) dı > dn 20 
AL) LAIA wy Sm /YT DT b Tarmita KE mi 
IWAN (0.4.14), 于 二 局 于 O = (Cig) 54 DL JJ ermive pF, WI 
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A %- ュ デ dn, WIFE LRH, $ B = Bi, i = 1,2, 由 Bi 的 定义 及 (6.4.12), 我 们 推 得 
gen2 + scol = 0. ÆW € = nc, n > O, W lc1s| = 0, 于 是 cig = G1 = 0. 类 似 地 , 若 


LL L Le OY I 


di 天 dj, 用 同样 的 方法 HJ 以 证 明 Cz7 = Ĉji = = 0. 
BE ca > a FE day dn KS 1 PAR, 此 时 D = diag (c1 Ini, ++, cin). 
把 C = T* BT 作对 应 分 块 


YJ FLA SI ン 


C = diag(C1,---,C;), 


U = diag(U;,---, U1), 
E = diag( Fi, E , Ei). 


W X =TU, N) X XEK, 且 当 B 为 Bl 或 B。 时 ， 


X*BX =U*T* BTU =U*CU = E, (6.4.15) 


X*(AB)*-1AX = U*T*(AB)*-! ATU = U* DU = D, (6.4.16) 
后 一 个 等 式 是 因为 Z 和 D 有 相同 大 小 的 对 角 块 . 由 (6.4.15) 和 (6.4.16) 两 式 知 


(E+? (X* AX) E12) — EV2X*(AB)F-1 AX E”? — E12 DE! 


X*AX = BON? (BV DEP?) F ET? (6.4.17) 


根据 (6.4.15) # 和 (6.4.17), 当 B BH B Bı 或 Bo 时 , X*BX Al X*AX 都 为 对 角 阵 . 
=X*U2BU; X, U, U 和 X 家 为 西 阵 , 所 


z I 
; 
mk 
ae 
Ps 
is 
i 、 
g 
us 
be 
> 


由 引 理 6.4.3, (6.4.10) 得 证 . 定理 证 毕 . 
Neumann 不 等 式 的 重要 应 用 之 一 是 矩阵 双 近 , 这 将 在 下 节 讨 论 . 
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S6.5 A Me im UU 


本 节 要 讨论 的 矩阵 逼近 的 问题 是 , 对 给 定 的 秩 为 t 的 m x n EE A, 找 一 个 秩 
小 于 t+ 的 矩阵 A, 使 得 A- B 的 欧 氏 范 数 ||4 一 Bllpe = tr(4 一 B)* (A— B) 达到 最 小 . 


ーー セイ イト な か イロ > 円 NT Sc AR Bibles Ae BI RB 9 4 RA lal St 
下 IA EX YA Neumann AN eK AF IA IFAD ARR, THI ANPIX FOV PO RAETIA KLINE. 
` 之 


定理 6.5.1 AW mxn XER, r(A) = ,其 非 零 奇异 值 为 o1 ヶ ・ oz > 0. 
则 对 任意 秩 为 k(k <t) OP mx n SHE B, 有 


o?, (6.5.1) 


k 
等 号 成立 B = Dorit 这 里 p1,… ,px 和 っ の 分 别 为 44 A A'A 的 
对 应 于 特征 值 cf,… o? 的 酸 准 正 交 化 特 征 向 量 . 
证 明 设 B 的 非 零 奇异 值 为 71,…,7Th, 应 用 Neumann 不等式 (推论 6.4.3) 得 


ir( A DV/A BY —+rAlA ttrR’R — 9+trA’R 
も よし イエ D) (1 D) UA AT UD D duli O 
t k k 
2 

之 》 of 十 》 2 ー2 > Oii 
2? 一 1 i=l 2 二 ] 
k t 

=) (miim) + > の 
アーッ Loud 
i=l ? 王 を 十 1 

t 

> \ o2. 

ジー / 2 2 
1 一 天 十 工 

k 
等 号 成 并 4B = y _ Oz の z の :. EEE 
2 王 1 
ZAGER An E AGA BEA 
AA | BARK”), A 11 H AST LET er 
t 
X ) / 
A= Oz の の 。, 

i=l 


那么 4 WAAR K(k <t) 的 最 佳 通 近 为 
k 
B = ` 0 Pi Pi, 
这 个 事实 有 许多 重要 应 用 . 例如 , 在 多 元 统计 分 析 中 , 主 成 分 分 析 和 因子 分 析 的 数学 


本 质 就 是 矩阵 逼近 ， 本 定理 正 是 为 这 些 分 析 方 法 提供 了 理论 依据 ，( 参 阅 王 学 仁和 
PSE (1990, p. 304)). 
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特别 , 当 4 为 实 对 称 半 正定 阵 时 , 定理 简化 为 
推 伦 6.5.1 设 4 为 n xn 实 对 称 半 正 定 阵 , 和 1 > … > An 为 4 的 特征 值 ， 
+) [NH 


r(A)=t, B X nxn 阵 , r(B) = k, (k < 


“je KI 


tr(A — B)'(A—B) > 3 22. 


i=k+1 
k 
等 号 成立 B = 2 の 5 这 里 , pe WA 的 对 应 于 入,…, 和 4 的 标准 正 
交 化 特征 向 基 . 
a ム 5 1 Akh he 40 wae 日 HET EI HAN E ef た ヒン 日 Des 
AIE 9.9.1 BEI RA ZATE) AUT Pd 


的 情 形 , 即 求 B, VE AF tr( 4ー B) V (A— 
用 V24 和 VB 代替 定理 中 的 


S 


近 

B) 达到 最 小 , 这 里 Y 为 实 对 称 正 定 阵 . 事实 上 ， 
A 和 B, 我们 立即 得 到 如 下 推论 . 

推论 6.5.2 it AX mxn HERE, r(4) =t, V 为 mxm 实 对 称 正定 阵 . 记 

AVA 的 非 零 特征 值 为 o? > … > 0? > 0, 则 对 任意 秩 为 (を < t) H mx n EE B 


t 


tr(A— B)'V(A—B)> > o. 


2 一 た 十 1 
k 
人 自記 PVR ーー N 2 OCD ah, Ye AMZ A Baye Reale AT AE 
I J AN- で イア Vv Za 1 FiFi AO =e, YI; (Vk AY AVA AY AT PS J TT EL 
2 一 1 
2 g2 的 标准 正 交 化 特征 向 基 
最 后 我 们 考虑 用 正 交 阵 去 台 近 一 个 实 矩 阵 . 
定理 6.5.2 WAX nxn KER, 其 奇异 值 为 cl >--- >on. HM Anxn 
FE AS RA mil 
U.A Pee I 
r(4- 7)(4- M) > Vai — 1)?, 
2 一 1 
パロ eee, ーー / ア ーー コー ロイ fee | , PN ett A AL Tat ALA 上 了 一 
ザッ マル ーー マー デル デブ フー の の 5 DAE Ps Pn TH Yi, Un TIANA AA MH AA WEN 
i=l 
YEE TE AR ae rot 4+ 
Tre OX tote 1 に E. 


正明 因为 正 交 阵 的 奇异 值 全 为 1, 由 推论 6.4.3 得 


の 
trA’M < 》 Oi. 
2 二 1 
tr(A — M)(A—M)=trAA+n— 2tr A'M 
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n 
等 号 成立 M = 》 pip, 证 毕 
2 一 1 
这 个 定理 吉明 . 若 4 有 奇异 人 分 解 
1 ハレー ビン で YI) イロ リフ TT ブナ 用 个 


则 它 的 最 佳 正 交 通 近 为 


特别 , 当 4 为 实 对 称 和 矩阵 时 , 其 最 佳 正 交通 近 为 单位 阵 


86.6 ”市 约束 条 件 的 年 阵 迹 


假设 A A n x n Hermite 阵 , XX 为 n xp 矩阵 , 本 节 我 们 首先 建立 在 约束 条 件 
X*X = Ip F, trX*AX M tr(X*AX B 的 一 些 不 等 式 . 而 后 对 实 对 称 正定 阵 ARX 


w kE Y 在 同样 的 约束 条 件 下 给 出 了 tt X'AX —(X'A- 一 万 一 1\ tr(X'AX-X’A- 一 1 y \ 
Fa X, ALF TP RY =I ANRAR TT -H Lu J ( え AX ー (ah 1) Jo EMS X” LALL 42 < 


和 trX'AX/tr(X’A 1X)! WEE. 
定理 6.6.1 it AA nxn Hermite KE, ài > > An HHI, X A nxp 
EKHE X*X = Ip, 则 


7 P 
>》 A<trX*AX CS Xj. (6.6.1) 
? 王 一 め 十 1 i=1 


其 中 1……,pn 为 对 应 于 和 1 > ーー SAn 的 4 的 标准 正 交 化 特征 向 量 . 
证 明 ALA X*X = Ip, WK Poincaré 分 离 定 理 ( 见 定理 4.6.1), 得 


o> 
oD 
トウ 


> 
1 
3 
+ 
で 
| 
> 
1 
i> 
+ 
es 
へ 
J> 
N” 
八 
> 
ex 
一 人 
K 
a 
D> 
K 
p 
N” 
I 
> 
ee 
一 ~ 
J> 
Ne 
| 
> 
ex 
eD 
| 
ヒー 
で 
-一 人 
N” 


p p 
> An-pti < tr(X*AX) < > Ns, 
? 王 1 


此 即 (6.6.1), 其 余 结论 容易 验证 , 定理 证 毕 . 
定理 6.6.2 设 A4 为 n xn 正定 Hermite 阵 , 其 余 记 号 同 定理 6.6.1. 则 对 一 切 


VER ヤマ * ダ アー テ 7 ABR 右 

AAR “A A = ip HYACPT A, A 
の の 
So dP) < tr(X*AX) 1 < SON. (6.6.3) 
i=1 i=1 
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当 メ =( の の p) 时 , 左边 等 号 成 立 , 而 当 X = (Pn-p porn) 时 , 右边 等 号 


证 明 由 (6.6.2), 我 们 有 


Np <A (X*4X) 扩 入 l ti» i=1,---,p. 


于 是 
の の の 
Sov < SOAP X*AX) くう AT (6.6.4) 
i=l i=1 i=1 
另 一 方面 , AA 
1 
\i((X*AX)~1) ニーーーーーーー ーー isl, 
我 们 得 到 
の 
tr(X*AX) = > Xi((X*AX)- - と だ 1 1(X*AX) 
i=1 
の 
= > A (X*AX), (6.6.5) 


结合 (6.6.4) 和 (6.6.5), 我 们 得 到 (6.6.3), 其 余 结 论 很 容易 验证 . 定理 证 毕 . 


下面 的 定理 中 OBR YE maah Re ERIE ce A Sree gE 
在 下 面 的 定理 中 , Pre Be Ae RHE JE ce SE A. 


定理 6.6.3 设 A Ñ nx n 实 对 称 正定 阵 , Ai > … > An 为 其 特征 值 , n > 2p. 
則 対 一 切 満 足 メメ テル 的 知 降 , 有 


で 


0 < tr[X'AX — XATX) NY] s EAP -N a) (6.6.6) 
i=1 


A=QAQ, A = diag(Ai,---,An), 
Ht X = Q'X, Ml] X'X = X'QQ’X = h, H 
tr[X'AX — (X'A1X)7}] = tr X’AX — (X/A-1X)74], 


可児 , 我 们 可 以 假设 (6.6.6) 中 的 4 就 是 对 角 阵 4. 于 是 以 下 我 们 证 明 : 対 一 切 満足 


J A) AVIA o™ MY Tee シブ \ 


メメ ー ル 的 え , 有 
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我 们 采用 Lagrange 乗 子 法 . 设 工 = (lj) 为 由 Lagrange RTRA p x p 对 称 阵 . 
考虑 辅助 函数 


m A 


F(X,L) =tr[X'AX — (X'A XYY] — tr[L(X'X - Ip)], 


"VH ZY 
OtrX’AX 
2AX 
OX 
Otr( ズ 74) ーー の 4 一 1 エミ テア ャ テ / 4ー1 て テニ ュー2 
aX 一 一 4 AJA A 和) 7; 
OtrL.X'X 
——_ = 2 メア. 
Ox 
对 F(X,L) 关于 X 求 导数 , 并 令 其 等 于 零 , 得 到 
X A+ (CX AITX XA = LX’, (6.6.8) 
右 乗 X 后 得 到 
X'AX +(X'ATX)T=L, (6.6.9) 


将 (6.6.9) 代入 (6.6.8), 我 们 有 


再 将 上 式 两 边 右 乘 AX, 得 


X' RX + (X’A X)? = (XAX) + (XA X) (XAX). (6.6.10) 


因为 (6.6.10) 的 左 端 和 右 端 第 一 项 都 是 对 称 阵 ， 因 而 右 端 第 二 项 的 两 个 窍 阵 
(x'A-ly)-1 ey’ 是 可 交换 的 . 由 此 可 推 知 XA 1X 和 X'4X 也 是 可 交换 
(i 42 イプ ミリ FH A 1A JE "mM XANHY), FA EG JJRPE AH ZY J ™ IS 
的 . 依据 定理 1.3.5 存在 正 交 降 , 使 得 这 两 个 矩阵 同时 对 角 化 , 即 

X'AX = @D®', D = diag(dı, +- ,dp), (6.6.11) 
X'AIX = PAP’, ハーdiag(91,…・,9。)) (6.6.12) 

将 这 两 个 分 解 式 代入 (6.6.10), 再 左 乘 @, 然后 转 置 所 得 方程 之 两 边 , 最 后 得 到 
すす テア 4 一 十 TET7r 4—2 ャ ョ テア ァ / 了 4 一 1 ヽ [C C19) 
AW + Zl VV = (+ トナ トム パム ), (0.0.19) 


XE W =X H nx p MH id WA GA (w, wn)’, W (6.6.13) HRA 


A; Ws; 十 A wis = wi(d; + 87+), 2 = 1, see N, (6.6.14) 
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等 价 地 
wildy 一 Xi(d + 67°) +657] =0, i=1, n. (6.6.15) 


上 式 方 括号 内 是 关于 和 i 的 一 元 二 次 方程 , 它 最 多 有 两 个 不 同 的 根 , 因而 在 (6.6.15) 
中 , 至 多 有 两 个 wi 不 等 于 零 . 首先 假设 有 两 个 wi RAS, 并 设 它 们 是 w 和 ws. 从 
方程 (6.6.14) 知 , 方程 

入 十 和 6 =d;+607 


有 两 个 根 X 和 As, 根据 一 元 二 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 , 我 们 得 到 


™ Ne Ow 


( 和 +A, = dj +671, 
| ; 
ー s-2 
し ArAs = ô; 
由 此 可 得 到 
dj — 55° = (A/? — APP. (6.6.16) 


dj 一 56 =0. (6.6.17) 
从 (6.6.11) 和 (6.6.12) 我 们 有 
の 
furl At / ゃ マテ アノ 4 メー1 <r\ 一 1 IT A—1\ QA Ny e—1\ fn nN 
tr[X AX—(XA  X) |=tr(D-A )= > (dj — ô; ). (6.6.18) 


根据 上 面 的 讨论 , 在 (6.6.18) 右端 的 和 式 中 , 每 一 项 的 值 或 者 为 零 , 或 者 为 (Xx 


_\1/2\2 
AS / 。 


wW W = XS = (wij). 我 们 上 面 已 经 证 明 , W 的 每 个 列 至 多 有 两 个 非 零 元 素 ， 


AA W 的 第 7 列 的 两 个 元 素 ww 和 ws; RAF, 则 (6.6.18) 右 端 和 式 中 就 有 一 项 
ivi ,,1/2 ,1/2\9 Ti So the 六 一 于 FE Ya oo P n ty CCA Gh Ea BE = N se AS fe Ye oo odd 
为 (Ar” 一 As )*. RERNE, WAPE RIL IB Nae BO. OVA AEB, 
在 W 的 任 一 行 只 有 一 个 非 零 元 素 , 即 対 一 切 ? チ 7 
WkiWkj 一 0, k = 1, ree. (6.6.19) 

y+ Fl Hh fe の 11\ En TT テア plei 
itt, H (0.0.11) FH W W = Ip VITE 

N AkWkiwk; =0, 144, (6.6.20) 

Laf J 7 

N ox の gg =0, ij (6.6.21) 
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因而 W 不 可 能 只 有 一 行 有 两 个 非 零 元 素 . 事実 上 , ERE t FASEB wni 
和 waji Æj, WA (6.6.21) 得 0, 这 是 不 可 能 的 . 如果 W 有 两 行 具有 两 
MIRE ICA, 且 它 们 在 两 个 列 里 , 设 为 wai weg 和 wis, Wij. 于 是 由 (6.6.20) 和 
(6.6.21) 得 


WtiiWtij + WtaiWtaj ー 0. 


因为 An A At, 所 以 , wriwti; = 0, 矛盾 . 类 似 地 讨论 可 以 证 明 W 也 不 可 能 有 两 个 


iv 


i. アーー ニ ーー チェー テー A | ゃ ーーー pert —p 


以 上 的 行 有 两 个 非 零 元 素 . 这 证 明了 (6.6.19). 


HI kb En bbs dr 入 ee! 1 TIri E11. Ae y 


既然 和 式 中 诸 入 i 不 重复 出 现 ， 可 见 最 大 值 为 


の 
Mi 2 2 
> (Ni 2 bw a)” 


定理 证 毕 . 
推论 6.6.1 在 定理 6.6.3 中 , Æ p= 1 则 对 一 切 满 足 zz = 1 的 向 量 x, 有 


0 < 7'Az — (x' Atr)! (VA = VAn)? 


注 1 定理 6.6.3 渊源 于 线性 模型 中 最 小 二 乘 估计 相对 效率 的 研究 , 关于 这 一 
A 我 们 将 在 89.2 给 予 解释 . 


Ky メト An GA ete 可以 TF カロ KIEA >œ TH ST HH AN Hn z E /4nooN ath 
LINJ MAUJ JJ 1A; HJ PA WOE AN OP PY | AE SE PAW ME イナ カリ ou Wu (195d) 


Khatri 和 Rao(1981). 
定理 6.6.4 ”在 定理 66.3 条件 下 . 有 


の 2 
、 (Ai + An 1 D 
trX'AX ps + 
{wsraA—l SA 一 了 < | | 
r(A ATA) | | 
\ | 
\ . 


定理 6.6.5 ”在 定理 6.6.3 条件 下 , 有 
Pp (和; LÀ -N2 
trX’AXX'ATX < ` a t eniti) 


定理 6.6.6 i A H n 阶 正 定 Hermite KE X H n xl EE 满足 X*X =] 
アァ ュー 7 ia の ハモ ンー 


则 对 任意 的 实数 p>1 或 D<0, 有 


tr(X* APX) < y1 - tr(X* AX)?, (6.6.22) 
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这 里 
(一 JJ2 (Ar = An)? 
pp (Ay — An) (AnA? No 


定理 6.6.7 在 定理 6.6.6 的 条件 下 , 对 任意 的 实数 plp > 1 或 p < 0), 有 


y = 


tr(X* APX) —tr(X*AX)\P < ~a.] (R & 92) 
J \ J “ /2 5 (Y. U.a] 
这 里 
yp [1% ARD ALAR [LAP AR\ VOY] 
J2 = An PA’ to 1 5 エー デリ An | ， 
\ 〆 An | バジ 人 | An, < | 
日 对 任意 的 实数 0 <p<1, 不等式 (6.6.23) 的 不 等 号 取 反 向 
they |La ~ ~ TT てい プ ビバ バタ ワリ HVA IP OV PALIT 
上 靖夫 7.8.1 和 推论 7.8.2 直接 导出 . 
& p 一 —1, 则 
tr(X*AX) (Ar + An)? 
> S 一 ーーーーーーーーー 」 (6.6.24) 
(AATA) t 4A1An f 


tr(X*AX — (X*AT1 X) < (ソー Wn)? 


注 2 由 推论 6.2.3 知 , tr(X*AX)? < (tr(X*AX))?, 因此 , (6.6.22) 和 (6.6.23) 
中 tr(X* AX)? 替换 为 (tr(X*AX))? 时 , 不 等 式 仍然 成 立 . 

此 外 , RIF XX = n 可 被 替换 为 tr(X*X) = 1, 见 如 下 定理 . 

定理 6.6.8 WA An BME Hermite 阵 , X X n xl HM, RE tr(X*X) = 1. 


iil w+ an 

KYA 1 BIER p Æ 0,1, 有 
tr(X* APX) ン (p — 1)?-! (XP — AP )P 
(tr( VW* A VYp て mD (NL \ の _ \. \P\p-1 (6.6.25) 
LULL AA j) FP (AlL An 八 八 0 人 1 Ai An jë 


与 定理 6.6.3 和 定理 6.6.4 FALL, 显然 , (6.6.24) 和 (6.6.25) 提供 了 更 大 的 上 界 . 
但 当 4 的 维 数 较 高 时 , 计算 4 的 每 个 特征 值 变 得 复杂 . 许多 软件 可 找到 4 的 最大 
24) 和 


トト 証人 る しき ルレ A hh GBs Ae Ere ET -le An (re ori AN 全 -上 ~ PT 
和 最 /| Vay iti, IAI LG, M4 A GY) Se eX EX pay AY, (6. 0.2 (0.0.20) ZEA HH. 
k 
W X = (x1, 21), 于 是 tr(X*X) = 1 ZAF YS ||zjl|? = 1, (6.6.25) TAH 
j=1 
ze Ky Fan 不等式 
k 
> zy APz; 
j=l ~ -1P (Ai — AR)” 
/ k \P * の の (A+ — An (AnA? — ALAR) PHT 
| 一 人 n JAN’ ALAN J 
D_ tj AL; 
7 三 1 
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trAX > n(detA)!/”. 


1 1 
定理 6.6.10 it A X nxn IE Hermite 阵 , p > 1, ;+ > 一 1. 则 对 一 切 


> を FT ZIE ty VP — 1 DA MBI S Harmita | A 
WERIT TA = i WPL nermte pr, A 


86.7 Rp Holder 和 Minkowski 不等式 


在 经 典 的 不 等 式 中 ， 有 两 个 著名 的 不 等 式 , 一 个 叫 Holder 不 等 式 ， 另 一 个 叫 
Minkowski 不 等 式 . 它们 分 别 有 多 种 形式 , 下 面 是 其 中 的 一 种 . 
Halder 不等式 , BE p> 1 十 了 =1, a; 20, b >20, i=1, n. H 


n n 1/p n 1/q 
Noa; Po < (> a) 5 s) , (6.7.1) 
i=1 i=1 


i 二 1 


日 等 号 成 立 を 存在 c > 0, 使 得 a; cbi,i =1,---,n. 


Minkowski 不等式 : Hh p>1,a; 20, b; >0,i=1,---,n. M f 
/ n \ 1/p / n \ 1/p fn \ 1/p 
| < AD \ ~ 1 ph Tp \ (en ON 
(2 it] Sha] t ; (6.7.2) 
\i=1 / \i=1 / \i=1 / 


耳 等 号 成立 を > 存在 c > 0, 使 得 a; = cbii = 1, n. . 

本 节 的 目的 是 导出 这 两 个 不 等 式 的 矩阵 推广 形式 , 为 此 我 们 先 证 明 如 下 几 个 
引 理 . 

引 理 6.7.1 设 4=(aij) 为 n xn “iE Hermite 阵 . MX} p> 1 有 


> p 


WN o -141 ロト ーー デー ん を ロロ 一 Afe GO te | | 4 コル マト Ar 
SU<p< Li, NaS MI. Se SM SSA AN AIP. 
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WEBA Mi p > 1 时, 函数 g(z) = z?(z > 0) 为 严格 凸 函 数 , 应 用 推论 8.3.1 知 
の 为 严格 Schur (4 pee. 于 是 


一 


i) M 3 
= 


trAF = NO(A) ゆう 9(Az(4)) > 2_9( (aii) = CA 
二 1 - 


n 
=l, 4; 20,¢=1,---,n. 则 对 一 切 满足 》、zg = 1， 


? 王 } 


n 1/p 
a'z < (> z) , (6.7.3) 


1 二 1 
等 号 成 立 —— a, = =a, =07F r? = ii 
1 É 
从 
不 等 式 (6.7.3) 可 以 改写 成 如 下 极 值 形式 


n 1/p 
max a'r = (> e) (6.7.4) 


Sr Aw se YY N Fi JI LACS DAS ルル ーー ier {cs p \ 1/ の E 
ATREA EE — TAPER HERI [> a) ”表示 成 线性 函数 oz = Lave 的 包 


络 (envelope). 这 个 方法 叫做 拟 线 ， 化 (quasilinearization), 它 在 不 等 式 理论 中 用 许 
多 应 用 . 
5| 理 6.7.3 Wp>l, + sn, A 为 n xn 半 正 定 Hermite 阵 . 则 对 一 切 满 


足 trX4 = 1 的 半 正 定 Hermite 阵 X,#A 


HF 


trAX < (trA?)1/7. (6.7.5) 


等 号 成 立 < 全 XY 一 一 lam a 
(6.7.6) 
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证 明 应 用 定理 1.4.1, 対 半 正 定 降 Hermite EX, 存在 西 阵 ひ , 使 得 U*XU = 
A = diag (Ai,°--,An). 定义 B= (bi;) = U* AU, Ml 


trAX =trBA = ` bii Ai, 


i=1 
trXq= X =1 
アン ? 
i=1 
利用 引 理 6.7.2, 得 
n /n NLP 
tr AY — NOR.) < | Yup | / ム ウ ウ \ 
UAA LZ i = | LZ it | Ut. tJ 
i=l \i=1 / 
N B 也 是 半 正 定 Hermite K, 故 应 用 引 理 6.7.1, 我 们 有 
Sip レー ーー 
ノー 07; < tr の“. (6.7.8) 
i=l 
综合 (6.7.7) 和 (6.7.8), 得 
trAX < (trB? ) ソ P = (trA? )i/P 
bf 、、 
在 (6.7.7) 中 , 等 号 成立 を っ = 一 到 i = 1,…,n. 而 在 (6.7.8) 中 , 等 号 成立 
+ ii 
7 二 1 
DP 
<> BAX AM. 于 是 (6.7.5) 等 号 成 立 > 49 = BP’ 这 又 等 价 于 (6.7.6). 证 毕 . 
tr 
注 1 引 理 6.7.3 能 够 看 作 引 理 6.7.2 的 一 种 推广 . 我 们 也 可 以 把 它 改写 成 极 
{FFE xX. 
记 


={X: X Än x n-*BiEE Hermite 阵 , trX? = 1}, 


5 | FE 6.7.3 WT BURA: 对 任意 x n IE Hermite 阵 A, 有 


(6.7.9) 
这 里 和 (6.7.4) 式 相 类 似 , 我 们 把 4 的 非 线性 函数 (trA?)!/? 表示 为 4 的 线性 函数 
HAT 


trAX 的 包 络 . Mal tai, 我 们 获得 了 (tr. AP \1/p 所 线性 化 表示 


~~ | Vu; INT J2 グ ZN ID J マキ イキ テー ア ZA I-L 化 表 示 . 


在 做 了 上 面 的 准备 之 后 , 我 们 可 以 很 容易 获得 矩阵 的 Holder 不等式 和 Minkowski 
不等式 . 它们 是 由 Magnus(1987) 证 明 的 . 


定理 6. TLU MERY Holder 不等式 ) WAM BART BACZIEE Hermite KE, 
A#0,B40,p>1, > キーー ト 则 


(tr 万 ) 4, (6.7.10) 
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等 号 成 立 で 存在 数 c > 0, 使 得 B = cA. 


证 明 定义 
万 /9 
(tr)79 
显然 , 这 样 的 X 満足 tr メニ = 1， 且 是 半 正 定 ,Hermite 阵 . 应 用 引 理 6.7.3, 用 AM? 代 
RE A, 便 得 到 (6.7.10). FEA SSM > = < 一 存在 c>0, 使 得 B= cA. 
定理 证 毕 . 


定理 6.7.2( 和 个 阵 的 Minkowski 不 等 式 ) ”对 任意 两 个 同 阶 半 正定 Hermite KE A 
和 B,AA0,BA#0,p<1,8 


证 明 记 v= Pp pv, yy YE ATAMKE Harmita Me tr Yd 一 
ry 一 1 > イル ーー 1 スバ A JJ A JAP] ay ICAE HciiTiivC pr, tra’ = 
p — 
i 
2H 
1}. 由 拟 线性 化 表示 (6.7.9), 得 
(tr(A + B)P)1/P = maxtr(A+ B)X 
R 
< maxtrAX + maxtrBX 
R R 
= (trA?)*/? + (trB?)*’”. (6.7.12) 
b-a Aea a ewe Y 8b HAY DPY trfAt DY sl aH 4 +e スー ヽ 
ユニ ュー SF FHA NT TTT A HONSY IA MUAA, UDA, ULA T DJA INR AOE BRN ONT 
AP BP (A+ B)P ロコ 


本 节 讨 论 一 些 迹 的 不 等 式 , 它们 很 难 分 类 到 前 面 任何 一 证 
定理 6.8.1 ik AA n WIE Hermite E, BA nf ak E 正定 Hermite E, H 


ie / Su ~— J i wii Of Nr 


Az B. Il 
trB > det B 
trA ~ det4 
证 明 ws , 当 detB = 0 时 , 不等式 成立 . 志和 Al ラーグ A。 
和 ji テー テム 。 分别 为 4 和 BREA HHE 4.4.1 知 , A i= 1, n. 
于 是 问题 归结 ses eae Ue REE ME 证 明 
> Mi Tp 
> St. (6.8.1) 
Sa a 
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我 们 对 阶 数 nn 施 归纳 法 . 24 n = 2 时 , 我 们 需 证 明 
pı he + [2 > L1H2 


| 一 人 AN， 
Ay + X2 AL ANZ 


ESF 
Appr (Ao 一 u2) + Agpe(Ai — u1) 2 0. 
AA Ni > ui, i= 1,2, Fat (6.8.2) 得 证 . 
假设 对 n 一 1 命题 成 立 , 则 利用 (6.8.2), 対 一 般 的 n, 有 


(m + uo) + + Uy (u + uo) Us Ln Ha Ho +*+ Un 
-一 一 一 一 一 > 一 一 一 > 一 
(Ay 十 A2) 十 … 十 和 A。 (AI 十 A2).Aa An AIA2 An 
证 毕 . 
定理 6.8.2 I4 A H nxn 正定 Hermite K, BAC 为 n xn iE Hermite 
阵 , H B >C. T 


tr(A + B)1B>tr(A+C)'C. 
证 明 首先 
tr(A+ B)1B = tr|(A + B) ((A +B) — A) 
=n-tr(A+B)'A, (6.8.3) 
tr(A+ OIC =n-tr(A+C)'C. (6.8.4) 


HX B2C, KA+BS>A+C, MAHER 7.2.2, 得 


A!2(A +B) 472 < Al/2(A +C)71 Al? 


tr(A+B) 1A <tr(A+C) 7A. 
再 利用 (6.8.3) 和 (6.8.4), 定理 得 证 . 


th en Be | AN h E AEE R ポコ ユラ ニニ SE AA 陈 的 半 正 定性 


最 后 我 们 证 明 一 人 1 HH 不 APPR YY JO AS AY AL Py T E- 
定理 6.8.3 it 4 为 半 正 定 Hermite 阵 , HARA 
[f An > Aim \ 
A= , 


Jog) 
oO 
Co 

y 

& 


・159・ 


其 中 Ay 为 n xn BA, Wl] m x m 的 方 阵 


n 维 癌 其 . 则 对 任意 n 阶 方 阵 B 


n 
trB = >》 e; Bei, 
i=1 


FH. 
- e; Aiei -> eAime; 
T = 
? 王 1 
\ eiAmie: EiAmmei / 
e 0 0 \ 4 e; 0 0 \ 
( | / Ai va Aim \ 
n | 0 el 0 || Il 0 e 0 | 
ーー Am © Amm, 
定理 得 证 . 


所 谓 偏 序 (partial ordering), 乃 是 指 在 一 个 集合 S 上 定义 的 一 种 关系 , 记 为 “>”， 
七 满足 如 下 三 条 : 
(1) 目 肥 性 : z > x, 对 一 切 ze 成立 : 


(O\ ff に 
(á) TIIE TE: Æ z >y, y> z, Wi a> z; 


(3) Faery yrs, Mesy, 
me x My Bo -H S 中 元素 He>ymy>+ec 至 少 一 人 成立 vr. WRK 


A ted FENG H. ャ ピン I JAN と 49 7NI YJ’ 


E a Ap 
J A 


比 的 . 在 定义 了 偏 序 的 集合 中 , 并 不 是 任何 两 个 元 素 都 是 可 比 的 , 这 也 就 是 称 其 为 偏 


24b O hL, AN 一 nm AA dHe FH A コナ 。 ュ レ ーー a ntt 
i S N n WN FIFE, 4 ぢ どー > 0, BH B-A JIJ LE XE PF, 则 称 A 低 于 B, 


wA B? AX AK<B. 容易 验证 , S 上 的 这 种 关系 是 种 偏 序 PRAY Lowner 偏 序 . 
特别 , 当 BB-A>0 了 时 , 记 为 B>4 或 4<B. 

在 矩阵 论文 献 中 , 还 存在 另外 两 种 偏 序 . 其 一 是 秩 减 (rank subtractivity) (FF, 
二 征文 人 名 ohn A) =r(B)—r(A), 別称 4 在 秩 减 意义 下 低 于 B. 这 种 偏 序 关系 


生计 讼 的 tree a Ah Boe E lainna) JES (lo - 
J VERY. ABAT “A AY EPIX T (minus) VAT \ ab Baksalary 


(1986) 和 Mitra(1986)) Baksalary 和 Hauke(1984) 证 明了 : 对 于 半 正 定 实 对 称 阵 ， 
秩 减 偏 序 关系 蕴含 着 Lowner 偏 序 . 即 , 若 4 和 B 为 两 个 半 正 定 实 对 称 阵 , 如 果 在 
秩 减 意义 下 ARF B, 则 在 Lowner 意义 下 , A 也 低 于 B. 

另 一 种 偏 序 是 由 Drazin(1978) 引进 的 , PRY Drazin 偏 序 或 星 (star) 偽 序 , 其 定 


义 是 : 若 A*A = A*B, AA* = BA*, 则 称 A 在 Drazin 或 星 意 义 下 低 于 B. 可 以 证 

~ a 44 + そま そえ DA , RP) A it Vraz fl EADE TDA TIN 0D. mA HL 

明 (W, Hartwig 和 Styan(1987)) 对 任意 两 个 矩阵 , 由 星 偏 序 可 以 推出 秩 减 偏 序 . 
本 章 只 讨论 Lowner 偏 序 . 在 87.2, 我 们 将 叙述 4 > B M A> B 的 基本 性 质 及 


一 a 


成 立 的 充 要 条 件 ; 87.3 则 研究 A? > B? 的 类 似 问 题 及 其 与 4 > B 的 关系 , HER 
A" > BE H SAA 87.4 给 出 有 关 正 定 阵 的 主子 阵 的 一 个 偏 序 关系 ; 87.5<87.8 分 


別 把 Cauchy-Schwarz KÆR. Kantorovich 不 等 式 Wielandt RKÆR D E ILERA 
JJ jlo Lau ny ULL VY OL G “PY NPI, ADLOTOVICN "IV YY 1C10Dn U LISTIN A X LA BAYRAM 


等 式 推广 到 十 阵 形 式 ; 最 后 一 市 研究 了 矩阵 Hadamard 乘积 的 偏 序 


人 


S7.2 ASB 


假定 AA BABI n BY Hermite E, 本 节 研 究 A>B 和 A>B 


-1 tè ~ ーー 
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及 这 些 偏 序 成 立 的 充 要 条 件 . 
我 们 先 把 推论 4.4.1 转述 在 这 里 , 并 给 出 一 个 推论 . 


wr 


nT ww へ a 


Wit 7.2.1 LAMB 为 两 个 n 了 Hermite 隆 . 


(2)4A>B Ml (CA) > \-(B) 7 = 1 の 
\ = 9 ゴー の 2 イミ リー ブー バイ ピア) 6 1, > fb 
由 此 芯 即 可 得 如 下 推论 


(1) trA > trB; 

/OV Aat A ~ Anat D 

\4) aeta 之 UetD; 

(3) 7( A) > r(RB) 

\ い ナバラ リグ PD). 
4 A> B > 0, WE (1) 和 (2) 中 严格 不 等 号 成 立 . 

定理 7.2.2 ic AM BHAA ヵ 了 Hermite 阵 , P X n x k ERE. 

(1) 4 A> B, il] P*AP > P* BP; 

(2) 4 r(P) =k, A > B, Il] P*AP > P*BP 

Tif HH (1) 中 > Bre VA yee er co DN GG r AS PW wn 地下 マエ / テ 

LESA UUJ HA 48 7 L LAC AA, ANILE TEn, A LAA DIT ZU. TÆ IO 
m ZE R”, 


z*(P*AP — P*BP)z = (Px)*(A — B)(Px) > 0, 


此 即 P*AP — P*BP > 0. 定理 证 毕 . 
(2) 的 证 明 与 (1) 相 类 似 , 留 给 读者 做 练 


>J 
Hy mi. ノコ ~ THON TA HEA 做 练 2 


定理 7.2.3 ik AM B 为 两 个 n 阶 Hermite KE. A >0,B> 0, Jui] 
(1) 4> 忆 <* 人 和 1(B4-1) 芯 1 
(2) A> B 4> å (BA!) <1. 
这 里 (A) 表示 4 的 最 大 特征 值 . 
证 明 ”根据 定理 7.2.2, 我 们 有 


A>B<=>A-2(A—B)A“2 >0 
を l, — A712 BA! >0 


<> \i(In — AT? BAY?) > 0, 6 =1,---, n( 由 定理 1.4.2(1) ) 


Hh \.(A)\ Sate rte A GAAS ょ 人 キモ クエ h 
FRET AUA) ARAN FF A WY Sp Ot WP ICE. 


(1) 得 证 , 同 法 可 证 (2), 定理 证 毕 . 
应 用 定理 7.2.3, 立即 可 得 如 下 推论 . 
推论 7.2.2 it AA B YIEE Hermite K. 则 
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(1) A 2 B > B“! > A`}; 


(2) 4 > B4B! > A. 
下 面 的 定理 将 对 A > B 或 4 > B 作 进 一 步 表 征 . 为 | 1 法要 如 下 引 理 . 
HU HY AR APA ィ ュ ジジ アン ルイ ュー ビー イア ゴビ デル SMART SY PUJA NIN SA AR EV Peo 
引 理 7.2.1 役 4> ぢ >0, 叫 W(B)C.wA), XB AWA) RARE 4 的 列 
回 基 张 成 的 子 空 间 . 


L Je =e. ‘ff 


证 明 首先 从 定义 知 : 4 > Be 对 任意 z, c* Arx 2 r*Br. Æ eE “ee 
就 是 说 , z 为 (A) 的 正 交 补 空间 二 的 任 沉 门 量 则 z*4z = 0, 进而 有 z*Bz = 0, 


也 就 是 U T MWe Dj > ORT KLL. HH J 


应 用 定理 1.1.3(3), 得 M(B) こ .HM(4). 证 毕 . 

引 理 7.2.2 i 4 和 B 为 半 正 定 Hermite 阵 , 则 A> B 4EAN M(B) C 
MM (A) 和 A(A- B)A ZO 

证 明 依 半 正 定 的 定义 及 引 理 7.2.1, 必要 性 是 显然 的 . 下 证 充分 性 . 易 见 我 们 


问题 归结 为 : 在 条 件 M(B) c (4) F, 证 明 


ロリ 1 た ソコ ゴー ロロ ノリ EARI CAT OS ンプ と きそう / no 
A> Be=A(A-— B)A2Z 0. (7.2.1) 
因为 AAt 是 向 . グ (4) 的 正 交 投影 阵 , 则 由 .M(B) C . ダ (4) 可 推 得 
AAt(A—B)AAt = A-B. 


于 是 , 在 条 件 M(B) C MAUA) F, 


テー k OA 十 / すっ ヽ a+ ~ 人 すず トナ エー Dn 
4 ッ > を 7744T(4ー ぢ )447 タ ァ ッ 0, Mite we AR". 
注意 到 , W(AA™) = (A), 因而 ， 
rt AAtT( A R\AAtryr > YUE + c Rr 
ww A DJAA L Z Uu, MIL イル 


等 价 于 
r*A(A — B)Az 2 0, 対 任 意 zeC", 


ーTW riT ゝ 


(7.2.1) 得 证 . 引 理 证 毕 . 
定理 7.2.4 it AM BA n fy Hermite KE, H A 2 >0. WJ) A> BYH 
仅 当 M(B) C (A), 和 (BA-) <1, 这 里 最 大 特征 值 we ) 与 A 选择 无 关 . 


Owe =la マ | コー ピー Lk 


证 明 根据 引 理 7.2.1. 问题 归结 为 , 在 条件 M(B) こ AIA) F, EHH 4 > B 
与 和 (BA-) < 1 等 价 , 再 结合 引 理 7.2.2, 问题 进一步 化 为 , 在 条 件 M(B) C MA) 


ーー に ロロ ASA ™\ AN y /DA 
> r H A(A — B) x A è 04> (DA ) S1. 
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现 对 A 作 满 秩 分 解 (参考 定理 1.5.3): A= LL*, XE L A nx k ER, k= r(A). 
则 
A(A—B)A>0—L*(A- B)L > 0. 


用 (アカ) KARMERER, 知 


上 式 < 了 一 TBT 20, XET = L(L*L)! 
<=> \1(T* BT) <1 
<=> \1(BTT*) < | 


<=> ,(BAT) <1. 
在 最 后 一 步 , 我 们 应 用 了 TT* = L(L*L)?L* = At. 
最 后 我 们 尚 需 证 明 , 对 任 一 广义 道 AT, (BAT) = Xi(B4+)， 事 实 上 , 因为 


M(B) C .@(A), 因而 BY/?2A- Bl? 与 广义 道 4- 的 选择 无 关 , 于 是 p ソ 2 AB? 
= B12A+B1/2, 对 一 切 A- 成立 . BOR 


和 Ni(B4-)= 和 Xi(BL24-BL2 = (BU AT BU2) = A (BAY). 


定理 证 毕 . 
注 1 Stepniak, Wang 和 Wu (1984) 给 出 A > B 的 另 一 种 表征 , 即 若 4 和 
B 为 Hermite K, A > 0, B > 0, Wl] A> B&S M(B) C (A), > BAB. 并 


把 这 个 结果 应 用 于 线性 模型 参数 估计 理论 ( 详 见 88. リー 在 他 们 的 证 明 中 , 应 用 了 如 
下 事实 : 设 A 和 B 为 半 正 定 Hermite 阵 , H. 4 > B, 则 一 定 存 在 BO 和 A, 使 得 


B- > A`, 证明 可 了 /在 Wu(1980) 中 找到 . 这 是 推论 ， 7 りり 的 一 个 推广 . 但 是 一 般 ; M 


Pi EAN’ 全 人 一 人 二 JEF J J 上 に / TIX Wu 


来 , 由 4 > B 并 不 能 推出 对 任意 B- 和 A, 有 BO > A`. 但 对 Moore-Penrose 广 
SGM, 当 7(4) =7(B) 时 , 我 们 有 4 > B4 Bt > At. 这 就 是 下 面 的 定理 . 


rs 


r(4 
里 7.2.5 ig AÑ BABIES Hermite 降 , H. 7(4) =r(B). 则 


上 式 4 M(B*) = M(A*), (BAT) <1. 
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注意 到 , A (BA+) = \1(A*(B*)*), 再 次 利用 定理 7.2.4, 得 知 上 式 等 价 于 Bt > 
证 毕 . 


在 这 个 定理 中 , 条件 r(A) = 7( ぢ ) 是 非常 重要 的 . 读者 也 很 容易 举例 说 明 ， 当 
r(A) Ar(B) 时 , 由 A > B 并 不 能 推出 Bt > At. 下 面 的 定理 证 明了 ,在 A4>B 条 
件 下 , Bt > At 与 7(4) =r(B) 等 价 

定理 7.2.6 BAA BRACES Hermite 阵 , H ASB. Ill 


Bt > At<>r(A) =r(B). 


自明 ”充分 性 已 在 定理 7.2.5 证 明 过 . 以 下 证 必要 性 . 应 用 引 理 7.2.1, 我 们 有 


T ee 


A > B => M(B) CHA), 
Bt > At => M(At) CE M(BT). 
于 是 
M(B) C MA) = M( At) C (Bt) = M(B). 
由 此 可 得 : (A) = M(B), 因而 r(A) =r(B). 证 毕 . 
综合 定理 7.2.5 和 定理 7.2.6, 我 们 有 
推论 7.2.3 ic AM B 为 同 阶 半 正定 Hermite 阵 . 则 下 列 任意 两 条 可 以 推出 


第 三 条 . 
(1) A > B; 
(2) BY > At; 
(3) r(A) = r(B). 


在 前 面 所 有 结果 中 , 我 们 都 要 求 Hermite 阵 4 和 B 是 半 正 定 (或 正定 ) 的 , 这 
一 点 是 必要 的 . 例如 , 在 推论 7.2.2(2) 中 , 若 取 


(10) 
A= | > 0， 
0 2 / 


ン 一 
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B A > BKA, W 


f-1 1 \ 
Bo ー Ar} — | 1 | 
い ! 3) 
ノ 
AV ELE = oA HI pー1 、 一 不成立 vÆ AM A fn DD YG rr. mite 7 た - {11 Meee ale 
ANE LE AE HY, D >A 不成立 . IX HE HA, -| ATH D JJ rrermite PE, TEARS IE 
定 或 正定 假设 时 , 需要 另外 的 补充 条 件 才 能 保证 4 > B Bo! > 4-1 的 等 价 性 


在 这 方面 Liski(19 ARIAT e 结果 . en Mmea 


引 理 7.2.3 ġġ AM BWA KA A Hermite 阵 , H. A > B. 则 B-1A 的 
中 クエ fds 志 日 rh ep 
TY UL | 甩 有 有 PE KRZA 
iF HH th A> RAH A — RiLkKR* Hr ER |= EE A ez TH 
WL プ ] HI A Z AH A OT AN , TAS N 为 n x qd EPF 由 1I TAS AP AE JE 
(見 定理 1.5.3), 我 们 可 以 假设 r(K) =q, 因而 BYA=1,+B'Kk*. k 
A(B A) =14+(B'Kk*), (7.2.2) 
这 里 (A) 表示 4 的 任 一 特征 值 . 因为 B-1KK* 与 K*BOK 具有 相同 的 非 零 特征 


Ary ー1 4 hht Tit SoG 1 


IIN 
AAG Peli hh (79 9) 
(iA L) KH, B A HVT ULIB SX YY 1, 或 为 


IHL; EA WIN 
A(B-1A) = 1 + A(K*B71K). 


但 K*B-'K 为 Hermite KE, 所 以 K*B-1K 的 特征 值 为 实数 . 于 是 BOA 的 特征 值 
全 为 实数 . WE. 


IH 7 の wv/T ioli) JL A チイ わ bby, WA ETO TI 1 / ち ー1 4Y A 

AL tz (2.4. ¢( LISKi) X AMD BAY nh WHA mermite P, H Anl D A) > 0 
则 A > B4B! > A7! 

正明 必要 性 . 和 引 理 7.2.3 一 样 , 4 KRAH A= B+ KK*, XH r(K) = g. 所 


—ū{ a fafa 


以 , BA 的 那些 不 等 于 1 的 特征 值 可 表 为 
\(B-'A) =A(In + BIKK*) =14+ (BK K*) 


=1+A(K*B-!K) = AT + K*B-1K). 


由 BOTA 可逆, 可 推 得 Ij + K*B MK 也 可 逆 . 再 由 假设 (BI4) > 0, 知 
I,+K*B'K>0 (7.2.3) 
ガー 方 面 , 利用 公式 
(M+CNC*)~* = M~*—~M~'!C(C*M~'C+.N)"1C*M"!, (7.2.4) 


我 们 有 
B-! — A`! =B-! — (B+ Kk*)" 
= B71 K (I, + K*B-1K)-1K*B-!, 
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结合 (7.2.3), 推 得 ユー 4-1> 0, 即 Bol > 4-1. 必要 性 得 证 . 
充分 性 . 由 Bo} > 4-1 知 Bo! = A`! 4.00", 这 里 C 为 mxp 和 矩阵 ,r(C) =p. 


A e YY wv 


于 是 了 23- 4= 灰 十 CC*4. 再 次 利用 (7.2.4), 得 
B= (A714+CC*)7! = A — AC(C* AC + Ip) 7*C*A, 


印 
A — B = AC(Ip + C* AC)7'C*A. (7.2.5) 

类 似 于 必要 性 部 分 的 讨论 , 由 BOA 的 所 有 特征 值 为 正 , Al [p+ C*AC > 0. 结合 
(7.2.5) 就 证 明了 A 一 B > 0, Bl A> B. 定理 证 毕 . 

在 结束 这 一 节 的 时 候 , 我 们 给 出 A- bbt > 0A A- bibi- bb > 0 WHER 
件 . 这 些 条 件 都 可 以 从 下 面 的 定理 推出 . 

定理 7.2.8 iz A X n xn Hermite E, D X n xp MEK. 则 A 一 DD* 
> 04A > 0, MA(D) C M(A), Ip — D*A-D > 0. 上 且 左 边 严 格 不 等 式 成 立 を > 
右边 两 个 严格 不 等 式 成 立 . 

证 明 因为 0. 由 引 理 7.2.1 知 (DD*) C A&A). 但 を (の 


1 RH MULU C WH iij. 


> \ 
之 / / 
=.N(DD*), 于 是 .HN(D) C M(A). 可 见 , 我 们 的 问题 归结 为 在 条 件 NM(D) CMA) 


A — DD* >0<A20,1,-D*A D >20 (7.2.6) 
因为 由 M(D) こ . ダ (4) 可 推出 , 存在 短 降 T, 使 得 D = AT. 因而 
D* — D*A-A=T*A—-T*AA-A=0, 
D~—AA-D = AT — AA-AT =0. 
于 是 
/ _ー SN £ _ WM f 2. ーー \ / , ~、 \ 
| İn U V/A D \f In 4 ! 】 A U \ 
| ーー | | | | | = | 4: 
DA アナ た いか to] \o 4 ]-\ 0 L-DAD )] 
\ f \ / \ - vA N / 
(7.2.7) 
5H 
IL 0 L D f(r -pr I 0 | 
P P P _| ? (7.2.8) 
-D I, D A 0 L 0 A-DD* 
Fw 
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2 在 定理 条 件 下 MD) て MA) 总 是 成 立 , 于 是 D*A 与 广 义 道 A- 


hh H E  * 
Wy ZG Je JUDO 
在 定 理 中 , 若 p=1, 我 们 便 得 到 
推论 7.2.4 if A H nxn Hermite KẸ, b 为 n x1 pi. 则 
A- bb > 04A >20, bE M(A), の 4-5 く 1. 
进一步 
A — bb* > 04A >0, WA 'b<1. 
下 面 的 推论 是 定理 中 pz = 2 的 特殊 情形 . 
推论 7.2.5 tt A A nxn Hermite KẸ. bi M b 为 线性 无 关 问 量 . 记 a; 
= bf A~b;,i = 1,2. 则 
A — bib* — bobs > 0 (7.2.9) 
“4 AK 
A>0, | (7.2.10) 
bi E H(A), i=1,2, (7.2.11) 
Cii © 1, 2 = 1,2, (7.2.12) 
ls < (1 ~ c11)(1 — c22), (7.2.13) 


FL (7.2.9) 中 严格 不 等 式 成 立 > (7.2.10), (7.2.12) 和 (7.2.13) 中 严格 不 等 式 成 立 . 


1 
:下 日 日 在 定理 7.2.8 中 ， Hy D = (b ) 知 (7.2.9) 等 价 于 (7.2.10), (7.2.11) 和 
WL “7 J 小 LA 上 七 te エメ (U J いと プリ 可 J} (beet ・・ エ エリ TH 


> 0. (7.2.14) 


但 (7.2.14) 又 等 价 于 (7.2.12) 和 (7.2.13). 其 余 结 论 的 证 明 是 容易 的 . 证 毕 . 
关于 A 一 bi bt 一 bob* > 0(> 0) Baksalary 等 (1990) 还 建立 了 其 他 一 些 充 要 条 
件 . 读者 从 推论 7.2.5 不 难看 到 , 应 用 定理 7.2.8, 我 们 还 可 以 建立 矩阵 


k 
= オー ) bib, k >3 
i=1 


的 半 正 定 (正定 ) 的 充 要 条 件 、 
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87.3 42> B? 
对 于 两 个 非 负 数 a M b, azb Ga > Hy. 但 是 对 于 两 个 半 正 定 Hermite 
阵 , 类 似 的 事实 并 不 成 立 , 即 4 > B 与 A? > B? 并 不 等 价 . 本 节 我 们 先 给 出 A? > 
B? it A> B, 但 反 过 来 一 般 是 不 对 的 


的 一 个 表征 ， 小 尔后 证 明 由 A? 之 ig HDS ALIN, 7 て エス ビ ブ トド バ コ ロリ ・ 7% 
4 AB 可 交换 , BI AB = BA, 则 市 A> 推出 A? > B? 
H 。 - 


定理 7.3.1 iz A Al BAA Hermite W. 则 42 > B? <> M(B) C H(A), 
H (DA 1 キキ エゴ ロコ ーー fnoat\ Sm nas LLE Le ロロ テヒ 
IL OIDA Jai. AIT OLDA J KIN DA: WEA BY FITIR. 
1 下 日 日 hy FAAS te 7 了 9 4 NE 
UL JJ だ ブロ 人 ニナ Ilea., JTA UUJ HA 
A? > B4 M(B?) C MA"), 1(g*(42) け ) < 1. 


E Ai(④) 表示 4 的 最 大 特征 值 . 利用 (A) = (4?), M(B) = M(B?) 以 及 
(2(42)+) =A]? (At 24+) = AM/2((B4+)*(B4+)) 


=01(BA*), 


Ad 4 File Yd 1 


引 理 7.3.1 设 4 为 复方 阵 , Ai(4) 和 oi(4) 分 别 为 它 的 最 大 特征 值 和 最 大 奇 
FEE. 则 | 和 (A)| < o1(4). 


证 明 设 z 为 A 的 对 应 于 入 (4) 的 单位 特征 向 基 , 则 


IV. LANZ NN — wt Až Amn \.f A* A) — 24 
[741 \ 44) | 1 1 A Li iL Nao AILA 人 人 1) Uq <1}; 
上 式 不 等 号 处 利用 了 Rayleigh-Ritz 定理 ( 见 定理 4.1.1). 定理 证 毕 . 
定理 7.3.2 设 4 和 和 B 为 两 个 半 正 定 Hermite KE. 则 
(1) A > B => A 2B: 
(OV 3E AR — DA M A~D_ A2N R2 
\<) 44 AD HILL, WA Sc DU 一 ”~ 人 ScD., 
证 明 (1) 应 用 定理 7.3.1 知 
A’ > B?= M(B) C MA), oi (BA) <1. (7.3.1) 
而 由 定理 7.2.4 可 
A> Re MAIDS HIA AN IPA4 二 一 1 (790) 
fhe NTT HM AND) OO MANA) ALDA JR 荆 . TEDI 


注意 到 , 当 4 和 B 为 半 正 定 Hermite KERT, \1(BAt) 为 正 数 , 故 由 引 理 7.3.1, 有 


Al (BA?) < 01 (BAT). 
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这 样 , 由 (7.3.1) 和 (7.3.2) Fl, 对 半 正 定 Hermite 阵 A M B, 从 A? > B? 可 推 得 


/ の し 上 レ を だ さく / ウ ウラ 1 エロ / ア ウロ oO の eB nA fT ロロ メー タム 人 Ap. DA 一 
(4) ELER (f.0.1) FH (0.9.4) AHA, RIJA mAH: ERIT AD = DA T. 
M(BAT) < 1 => 0;(BAt) <1 (7.3.3) 
Crt i 4 7 Mma 上 た A Tre ry 一 EI e La A 71. rt fs ター ロー ョ ゆす 。 A 人 了 = Zi 
ALA) AD = DA, ARH D BY LATA RY AY Ag HO. BHAI BE PE OY, 17 
A = QAQ*, A = diag(Ai,---,An), A; È 0, 7 =1,---,n, 
B = QAQ*, A = diag(61,---,dn), 6; 20, i=1,---,n 


UMBC ao ERE He Hat, AL Baksalary, Schipp 和 
Trenkler(1992). 


ーー fA- 1,2 


oan と Le Th か っ Lr r sh 34. 
最 后 作为 定理 7.3.2 的 一 个 推广 , 我 们 不 加 证 明 地 分 述 关 
积 的 偶 序 的 一 个 更 一 般 结果 , 它 是 由 Ch 
定理 7.3.3 Ra A 


推论 7.3.1 4 A Al B 为 同 阶 半 正定 Hermite 阵 , A > B>O. Ill A” > B", X} 
—H] r € [0,1] 成立 . 特別 A? > BY? 


A rf Tie fs 


FL / \ J 一 a = rrt A | e 
X A= (ai) 为 nxn 方 阵 , 我 们 用 A| : 
21 


NL 
W 
引 
HH 
D 
ご 
W 
a 


Lp 


TA EE 7 - Bilexsw Aka Sao ェ エド AA Tere 即 ー キ ーー アデ the 下面 的 定理 表明 — Pe チー ルル 
TAH SB れ ・ “Lp WYO XXL AR : 组 成 的 子 方 PF, BP oe CR. F TRI AY AE SEE HA: 1E xe KẸ ロリ 


遂 短 隆 的 任 一 主子 阵 在 Lowner 意义 下 总 是 不 低 于 原 方 阵 对 应 的 主子 阵 的 道 . 
定理 7.4.1 i A X nxn Eœ Hermite K, M 


t1 tp 1 tp \ 
(AT) | : | >|4| : “ 
/ 
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证 明 ” 依 定理 1.4.2(4), 将 4 的 行进 行 互 换 , 同时 将 对 应 的 列 做 同样 的 互 换 , 所 


[人 4), 
\ Ag} Ago / 


其 中 Ay 为 p xp 方 阵 . 记 


bo 
bo 


因 


于 是 
Aji > 411 — 4 45 45」. 


因 Ai, > 0, 由 推论 7.2.2 得 A" > AZ’, 即 


rr » 

定理 证 毕 . 
TR I th he ZA Looe AU TA eh AA 
| MANIA dA} ARSED ZJ TT HULP. 


87.5 Cauchy-Schwarz 不 等 式 的 矩阵 形式 


在 §1.9, 我 们 已 经 证 明 , 对 n xn 正定 Hermite E 4 及 任意 两 个 nx1 Hir 
Aly, 有 
zy < Ar YAY, 


87.6 Kantorovich 不等式 的 逢 降 形式 ・171 ・ 


fal, 当 x= y, 2*z 二 1 时 , 上 式 可 以 改写 为 


下 面 的 定理 把 这 个 不 等 式 推广 到 z 为 矩阵 的 情形 , 它 是 由 Marshall 和 Olkin 
(1990) 证 明 的 . 


—TH 7 F 1 pt Yn yn ロビ Hermite WE Y h pn vyv LERRA BPE マサ * ダ アー T 

Al”. L kX イェ ブリ Ie ANTO ILAC LICL FR, A JY 7 と AR EPP, IP AC A A — Ik 
则 

X*A1X > (X*AX)-! 

证 明 iQ H nx kE, H r(Q)=k, WL, —Q(Q*Q)-1Q* > 0. BP Ht 

vin + ZA- A Iia ーー に WE vy JNA ATL "や いて J S$ Z7 YV. と トド ト /YIL 
mn x | ERE, 于 是 

P*(In — Q(Q*Q)~*Q*)P > 0, 

等 价 地 


P*P > P*Q(Q*Q) QP. 
取 P = A-12X,Q = APX, 上 式 则 变 为 


X*A"X > (X* AX)! 
证 毕 . 
注 1 定理 7.4.1 可 以 很 容易 从 本 定理 推出 . 事实 上 取 X= (ei,,…,ei,), 这 里 
Li S++ Sip <n, ei 表示 第 ? 介 元 素 妨 1 其 余 元 素 皆 为 零 的 由 xl 向 基 , 便 得 
到 定理 7.5.1. 


注 2 Baksalary 和 Puntanen(1991) 把 定理 7.5.1 推广 到 4 是 半 正 定 Hermite 
阵 的 情形 . 他 们 的 结果 是 : 


设 A X nxn 半 正 定 Hermite K, X X n xt ERE, 使 得 メ *4(4*4)-4* 为 
只 等 阵 , 则 


在 84.10, 我 们 证 明了 如 下 的 Kantorovich 不等式 


ーー [y \ \2 
T ATT A T LAL T ân) 
(x*x 2 4A1 入 。 
H 中 A nxn 正定 Hermite E 和 和 入 分 一 为 4 MB Be hee oe 
ty | ih プッ #G “SN FU Ji. AC LLUL LILLUU Ps ANI “FH NN pa PAIN SY ii AY AX Y/N TH AX TT VIL LA AY 
2Z*Z = 1, 则 上 面 的 不 等 式 可 以 改写 为 
_ 入 十 入 
zr A ipc \n) (x* Ax) t 
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Marshall 和 Olkin(1990) 把 这 个 不 等 式 推广 到 z 为 矩阵 的 情形 . 为 了 证 明 他 们 的 结 
Ae. 我 们 需要 如 下 引 理 . 


中 T 田 >” 6.1 Ab an A MIHL E&E h , cl, A 把 右 

JIE FUEL mW VU, NAN LOA 4 & [4,9], oH 
1 a+b x 
ーー < 一 ーー<。 (7.6.1) 
T ab ab 


正明 因为 函数 f(x) =z 是 [a,b] 上 的 凸 画数 , 于 是 对 任意 的 we [0,1], 有 


Bp 


ーー - (7.6.2) 
aat(l—a)b `a / 


注意 到 , 对 任意 x e [a,b], 总 存在 a € [0,1 ,将 z 表 为 z=aa+(1- oa) 由 此 解 得 


ー 6 


= ab 
代入 (7.6.2) 的 右边 , 整理 便 得 到 (7.6.1) 的 右边 . 证 毕 . 
定理 7.6.1 Hk A X nxn iE Hermite K, X H n xt HM, 满足 XX = hh. 
则 
2 
xray < Dit an) ye ayy, (7.6.3) 
4AM An 


其 中 X 和 An 分 别 为 4 的 最 大 和 最 小 特征 值 . 


AX, >... > >0. 应 用 引 理 7 了 76.1 7 
i= Z An 7 U. PLIN JIA i. PF 


< 


\ 夺 一 1, ‘N, 
入 ; Ai Am 入 1 入 mn 
xH 
“TRE 
A`! < 入 1 + Xn し ] A. 
Ai An A A 
用 XU 和 UX 分 别 左 乘 和 右 乘 上 式 两 边 , 我 们 得 到 
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上 上 式 右边 可 以 改写 为 


(Al 十 An)? (X*AX)-1 _ 1 | (Ai 十 Xn jr. ュー ニュ 
A i \ \ \ | A (X AX) 
ESN An ALAn L 4 


一 (Al 十 An Mn + X*AX| 


(\}. 」 \ \2 1 /\ 4 \ \ 2 
ーー さき の 1 T An) ー1 1 AL T ân se —1/2 _ x 1/2 
Da AX = mI (X* AX) (X*AX)"/ ) 
ご (A1 + An)” (Xx*AX)-! 
> A 、 a 


在 上 上 面 定理 中 , X 的 列 向 量 是 任意 t REEE. 如 果 我 们 对 它们 加 上 
一 些 约束 条 件 , 邦久 不等式 (7.6.3) 还 可 以 改进 , 也 就 是 说 , 我 们 能 够 用 更 小 的 因子 
代替 (Al 十 A。)/(4A1 和 。). 这 就 是 下 面 的 定理 7.6.2, 它 是 由 本 书 作者 之 一 和 邵 军 证 


JAY Ab TE y = Ca AE TY WAA K 1 HP 1 HL 


明 的 (UL Wang Songgui 和 Shao Jun(1992 ) ). 


定理 7.6.2 KAS dAn Anxn 实 对 称 正定 阵 4 的 特征 值 , o」,・…, の 
“KX yok Ry tA ee ARAL AAT re ee yv a at t E r- ste et XX T ef 4 > 。 
为 对 应 的 标准 正 艾 . ATITHI E, A AJ n x t eH RAE, {PY AE A 一 it. Ait 1S ?1 


<・ < くき n, 使 得 M(X) て M Pis Pir) 出 
(Vi, + Nix)? 
AAi Ai, 

(7.6.4) 将 作为 一 个 更 一 般 定理 的 推论 而 导出 . 因为 这 个 更 一 般 定 理 的 证 明 需 要 
使 用 线性 模型 参数 估计 相对 效率 的 概念 , 所 以 我 们 留 在 第 九 章 来 讨论 (見 89.3). 在 


HQ Al FERN AW / ア ラム ハハ Ae eT oe Leo 
FAY, TX IJIET IERA oy OA) BY AG TSC] PY AA. 


注 对 任意 1 < ?1 て …・ < th S n, 容易 验证 


X'ATX < (X’AX)71. (7.6.4) 


所 以 , (7.6.4) 是 对 (7.6.3) 的 一 个 改进 ， 但 需 说 明 , 这 个 改进 仅 在 条 件 .NHN(X) c 
M (Pirs Pi) 成 立时 才 成 立 . 


アワ ANG 
i. 


在 84.9, 我 们 讨论 了 如 下 的 Wielandt 不等式 , 设 4 


和 入 为 A 64 Be Bee matin 
Ph An ASI 44 HIYA YN TH RAXA TT UL IA CANA) TL Je 


* Ai 一 An ? 水 
lz* Ay|* < Ai = An \ x Ax-y* Ay (7.7.1) 
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不 难看 出 , 这 个 不 等 式 是 Cauchy-Schwarz 不 等 式 的 一 种 改进 . 本 节 我 们 把 它们 推广 
到 矩阵 形式 , 即 x 和 y 都 为 官 阵 的 情形 . 
我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 


PY ld Mike プッ 


引 理 7.7.1 ik AW n IIE Hermite KE, X X n xp ÆR, p<n. M 
X(X*A XY X* = A— AN(NANY NA, 


这 里 N = I — Px, Px = X(X* X) X*. 
WAR W D= X(X*A'X)~X*-A+AN(NAN) NA. RIR TLEH D = 0. 
Dr*4-1D = X(X*AT X) X* AT X(X*A X; X* 一 2X(XY 4 XV X* 


N)- 


\ 


注意 到 上 式 第 一 项 和 第 四 功 EIER OEN BEER, 因此 我 们 将 此 处 的 广 
CAN, I 


NAN(NAN)-NA+A, 


vt OT VA me ay | ロロ ロー テム イノ ルム ロロ を ーー ビー v/v 4 一 1 ヤー Ve エロ 


X HH Moore-Penrose 广义 AR, 就 可 以 证 明 它 们 分 别 等 于 X(X*4- X) X* 和 
AN(NAN)-NA, 据 此 证 得 
D*A'D=-—D. 


再 用 4-72 左 乗 和 右 乗 上 式 , 并 记 M = ADA, EA M? = —M, 这 表明 
M =0, 因而 必 有 D = 0. 引 理 得 证 . 

下 面 的 定理 就 是 Wielandt 不 等 式 的 矩阵 形式 , 它 是 由 本 书 作者 之 一 和 叶 伟 彩 
证 明 的 (Wang, Ip1999). 

定理 7.7.1 AA n BER Hermite KE, A MA, HA 


值 , X ALY DIA nx pH n x q EE, HWE X*Y =0. MW 


Wk 4 そ テ アテ / そ アホ 4 一 上 モテ ュー ャ テ ネ 4 マテ 一 {Ai ーー An \ 7 六 A Tr (7M NN 
A Yir A ) A さも で て す J} a AA. (0.0.4) 
VALT An / 
证 明 用 XX(X*X)- 和 (X*X)-X* 分 列 左 乗 和 右 乗 (7.7.2) 得 
. ， まま / 入 ] 一 MN isos a) 
PxAY(Y A Y) Y'APx<S| | Px APx, (C7.(.3) 


\Ar 十 An / 


这 里 Px 的 定义 同 引 理 . 很 显然 , (7.7.2) 和 (7.7.3) 是 等 价 的 . Pe ATE a. 
但 是 , 这 意味 着 要 证 明 , 对 任意 n x 1 向 量 c, 有 


Ai A A L 1s 


Al 一 An 


入 


c¢* Px AY (Y* A'Y) Y*APxc < < (A= 


2 
) c* Px APxc, 
\AL + An / 
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上 式 可 改写 为 
c* Px AY (3 *ATY)-Y*APxe /入 — \n \ 2 
ーー | - | (7.7.4) 
CrxX ALXC \A + An / \ / 
A1 十 Am 
=F FA. A\ DT 六 le ARE, 
」 AE t) PINE IK AY 


c* Px APxc — c* Px AY (Y* A7!Y)-Y* APxe 51 [À NN S AAA‘ \? 


x D -一 一 | 


c* Py APxc \Ai tàn / 7 \Ai + An J 
(7.7.5) 
再 利用 不等式 
A7/ 7M7 4 77\ 一 AT > V/V 4 一 上 モテ ュー ャ ュー 
YUTY プ イル V ナ フィリ ンー E(t A I I, 


这 里 NN 的 定义 同 引 理 7.7.1. 因而 (7.7.5) 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 


4 AN(NAN)\-— NA ) Px 
1 LV LV “ELV J LV イエ リル 4A1An 


c* Py APxc M+ An + An 


CX XATK)- Xe (AMM \? 


TD AD. 之 【于 一 一 (7.7.6) 
CrFXALXKC \ 1 + An / 
为 了 证 明 上 式 , 我 们 对 X 作 奇 异 值 分 解 
X = HAG’, 


其 中 五 为 n xr HM, GH px r MK, 満足 H*H = I, M G*G=1,, HAWrxr 


Vit 4: RA H ve Ae EE Yr Rr r Me A bhth / さ た ーーー に た ヒバ ハム タラ 
STF ME, 其 对 角 元 香 为 正 效 , 了 为 4 的 秩 (RT By SPELT HF, 参阅 定理 1.9. A). MHE 
HE 1.7.9, 容易 正明 


X(X*A X; X* = H(H*A7!H)~ H*. 
注意 到 Py = HH*. it = H*c, W (7.7.6) 变形 为 


t*(H*A7'H)"'t {AN ) 
tH*AHt ~*~ NMEA ; 


由 Cauchy-Schwarz 不等式 可 知 


(7.7.7) 
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于 是 
k/f TTk 4 一 1 テテ ュー1 ょ 4 1 1 水 了 号 TE SA 
CHA H) t (tt) ー (u u) (7.7.8) 
t*H*AHt ^ +*H* AHt-t*H*A-!Ht ux A-lu.:u* A-lu 
Al 。 — os seo Ls, — 4*4 ROTI WMantaranviceh RES (ToT 1101) ENNE 
IA U — fib, {WAC tC PLS ANGIULULOVIOCL 人 ビビ エリ ソト エゴ スズ 日 J 
*u)? 4 和 AA。 \* 
o wu > {— (7.7.9) 
ux A-lu ux 4-I A + A 
2 (7.7.6) ~ (7.7.9), 便 证 明了 不 等 式 (7.7.2). EEEE. 
“74% \ J \ J 1 入 nL ブ 可 AN  \ 人 に -一声 
推论 7.7.1 te ANn pon Hermite KE, 将 其 分 块 为 
Aj2 
A 2 
4 £122 
则 
2 
Aj2A55 A21 Al = An \ Ail (7.7 10) 
, . 
Vi +An / 
这 里 A 和 An 为 4 的 最大 和 最 小 特 征 値 . 
证 明 设 A Al Aco PBK p BY g : mnta =n. WEEER X AY 
J YVA. Aii 71『1 EE プリ ノリ コン プ E NSO すす ARPT どど be d JY jee | tas i 


分 别 为 


便 得 到 (7.7.10). 推论 证 毕 . 


37.8” 凸 函 数 的 矩阵 不 等 式 


ク ガ e — viey fare ok oe fof Ta 们 可 以 二 | ュー テー LL テー を を D 
本 节 我 们 先 介 绍 凸 函数 的 矩阵 不 等 式 . 据 此 我 们 可 以 获得 许多 重要 的 不 等 式 ， 
dort K ーー ん を ーー お 。 Jensen FR AEE HA AG RAE TT Œ WelAamard K 4S 
gu Kantorovich IN TX, JCTiSCII エエ uH リン エル maagaiMara OSFA. 


由 定理 1.4.1 知 , 如果 4 为 n 阶 Hermite 阵 , 则 总 存在 一 个 西 阵 ひ , 使 得 
mA) (7.8.1) 
这 里 +++, An A 4 的 特征 值 . 这 时 定义 F(A) 为 

f(A) = U*diag(f (A1), +, f(A)U. 


如果 F(t) = F(f(t), g(t), W F(A) = F(f(A), 9g(4)), F(A, B) RI PIRE KERE it 
的 矩阵 函数 . ] 
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定理 7.8.1 i A X n W Hermite 阵 , X X n xl ER, WE X*X =H. # f(t) 
为 [Ai An] 上 的 一 个 连续 凸 函数, 则 


X*f(A)X < Cite) = = ー リ ml X* AX, (7.8.2) 
1 Z “An 


Trt te ノイ た ビ 


E Lgr E 
HY 取信 个 H 多 小 特征 值 . 


证 明 因为 函数 f(t) 为 At, An] 上 的 连续 是 函数 , 于 是 对 任意 的 a e [Ni, An, 


有 \ 
f(a) < SE An) + A). 
和 1 一 An (AI 一 An 
结合 (7.8.1), 于 是 
入 An ~~ An ーー n 
f(A) < tf (An) 一 À fA), , fA) fA ) 4 


Ai 一 An Ai 一 An 


由 X*X = h, 定理 证 毕 . 
定理 7.8.2 在 定理 7.8.1 的 假设 下 , 设 D 为 f(t) 在 [A An] 上 所 对 应 的 值 域 


— ph, — > viel. 


TKH, 二 元 笑 画数 F (u,v) 在 x D 上 连续 , HATXE u 是 单调 增 函 数 , 则 


F|X*f(A)X, f(X*AX)| < { max rl97Q n) (1-9) f(An), f(OAn +(1—)A n)| Mi. 
(7. 


0e[0,1] 
8.3) 
证 明 由 (7.8.2) 和 F(u,v) SPARE u 单调 性 , 我 们 立 得 


A I; pale fen x "AX, f(X*AX)] | 


Al 一 A 和 1 
w 
A17(A。) 一 An f(A Ait) 一 f(An 
K= max F | if ( ーー 1) 、 ーー ) a O, 


n | Aif(An) — MfOA) FA) — fOn) 、 | 
a EE 一 人 人 の S K, 


AL 一 An Al 一 


由 于 Ant < X*AX < AI, 类 似 于 Mond 和 Pečarić (1995,b) 的 证 明 , 有 
n Af An) 一 AA) OA) 下 AN。 yxy ne , 
P | A AX, f(X*AX)| <KI. (7.8.4) 


L 人 1 An 人 1 一 An | J 


S 0 = (Ar —t)/(A1 — An), Wt=On+(1-6)rA,,0<9<1, A 


ーー 『 1) 

K = { max F Lof On n) + (1—0) f (An), f(OAn + 1 — 0)An)| 了 (7.8.5) 
由 (7.8.4) 和 (7.8.5) 便 得 (7.8.6). 定理 证 毕 
ry A 7/ "I プープー ゴキ 9 ANA J? ヘレ ーー ギ nL 一 一 
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— TH 7 R 32 EH 7 29 hac sr epee Rly») EF u A. BE TA di pA A 
Ala デニ に ore A 人 リー ブン アー 1 HJ YUAN EA A M YU A EO OT PIN MS 
则 
ml xx PLAN WY の アマ テキ xr\ | _f mines \ ア AN £/ \ 和 AnA ア | NN Xr lly 
FIAT JA), f(A AX)ISY mn FOF (An) + — O) An), J UAn FU — G)An)| gti 
L J \ 6E[0,1] L iJ 
7 


Z 


GAR, Flu, v) ニャー? 和 F(u, v) = w/v PIRTS E u 是 单调 增 函 数 , 应 用 这 
£4 


ri4(1005 py 的 评 明 我 们 可 得 到 加 下 疆 果 . 
LIV LOTUS BY MI FN I JJAn トー ロイ ププ 


定理 7.8.4 EEM 7.8.1 的 假设 下 , 若 f(t) 是 二 阶 可 导 的 严格 凸 函 数 , A 

[Ai àn] 上 取 值 恒 为 正 数 (或 恒 为 负数 ), 则 存在 某 个 实数 7 > 1( 或 0 <7 < 1), 使 得 
X*f(A)X <7f(X*AX), (7.8.7) 

这 里 7 AKF f, Ad 和 An. & w= (Fr) 一 FOn))/(A1 — An). WR u = 0, BE to 
为 方程 f(t) = 0 E (Ar An) 上 的 唯一 解 , 则 7 = SAn) (to) 満足 不等式 (7.8.7). 如 


A fn っ ル 。 Lem 
AL FY, X to AS TE 


に コ 


uf (t) — f’(t)(fOn) + は 一 An)) = 0 
FE (Ai, An) 上 的 唯一 解 , 则 7 = ルル / ア (6) WEA .8.7 
定理 7.8.5 在 定理 7.8.1 的 假设 下 , Æ f(t) 可 导 , f(t) 在 [At An) 上 是 严格 增 


Pfa\ ji rr 一 ”水 | of エロ ゴブ テイ iT OA エエ ウム と AEA Zalba Se ae hh I AE 一 [> 
~J) ALIEN RK. IN De AEH 1.0.4 FU 1.0.0, 会 仁 到 以 下 网 天 里 女 的 修 评 工 ， 
WA レム 1 tL A Yh n MICS Harmito [在 Y4 p {x ] SHR HER v*ev = 
TEG Oo。L Vx 41 Jy i WA A AAU PFa AL YY Ie At MOFT, TAL AAA < テル う 
则 对 任意 的 实数 p > 1 或 p < 0, 
X* APX <4(X*AX)?, (7.8.9) 
XX FA 
a 一 
推论 7.8.2 i A An 阶 正定 Hermite MH, X 为 n xl ERE, 満足 メダ デメ = アカ 


则 对 任意 的 实数 p (p>1 或 p< 0) 


* AP 


Y 7 
AT 
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这 里 
(LA 一 各 YeD AABN 
Up A1 — An / N — An Gress 


"ーー ーー ) (7.8.12) 


是 对 任意 的 实数 0 < p < 1, 不等式 (7.8.11) 的 不 等 号 变 店 


ゃ デデデ ャ ささ `J | J* 


注 1 在 推论 7.8.1 的 假设 下 , 若 0 <p < 了 WS q= 1/p>1, B= A?. 于 是 
(X*APX)'/P = (X*DBX)9 X*AX = X*B1X. 应 用 (7.8.9) 容易 验证 


X*AX < T™P(X*AP X)", 
(X*AX} < rX*APX, (7.8.13) 


(A+ — An) 


= 1 — lp 
ゲー が (一 る )P(A る AT — MA OP)’ 


应 用 (7.8.9) 和 (7.8.11), 我 们 可 得 到 许多 重要 的 矩阵 不 等 式 . 例如 , + (7.8.9) 中 
的 p = 一 1, 便 得 到 Kantorovich 不等式 


_ Ay 十 入 
X 4 x <! 一 An} (X*AX) (7.8.14) 
4A」 入 。 、 / 
而 由 (7.8.11) 得 
rk ー1 x> ve 4 v\—l VA1 + V 入 1 
XA X—-(X*AX) < (7.8.15) 
AiAn 
& (7.8.9) 和 (7.8.11) 中 的 p = 2, 便 得 到 Liu 和 Neudecker(1996) 的 两 个 Kantorovich 
\ | HJ F | A J ーー 1U PR NTUUTURUIL LIVU) By Py 1 TANOQHUOTOV1CH 
型 不 等 式 
(和 1 +A \2 
X*A2X < n) (X*AX)? 


X*A*X — (X*AX)* < (Ai — An YI. 


令 (7.8.13) 和 (7.8.12) 中 p = 1/2, 得 


/A + Vn 
(X* AX)? < MALT VAn (yx 4l/2y) 
"E 42 BLL やこ (<a ih “ah j3 
2V A1An 
(vex Aw\1/2 ャ テ Al 1/2 k Sa < Và VA)" VÀ n)? I 
(A 4A) — X* AC . 


4+ Ve) 
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令 A= diag(Ai,.…, Ak), X 
Hormito KA- ne 1 Meh he pE 
ALLEWIL LLLL UL rT rts J 


PH fo o ロリ ハビ 


X* = (Xi,---, Xt), 其 中 每 个 A; 和 Xi A n Br 
y=" 


FE 


X*AX = > X3Aj;X;. 


7 三 1 
A ox: Xi = h, 每 个 4; An BECK, 旦 其 特征 值 都 在 [m, M] E, 则 由 (7.8.9) 
j=l 
Al (7.8.11), 我 们 立 得 , 対 任意 整数 p デ 0,1, 有 
/ \ P 
E < 一 \ ーー 
> 4 < yı A | ， (7.8.16) 
j=l \J=1 / 
k /< P 
N° X*A,X,- |S X*A;X; | <%l, (7.8.17) 
Zw ] v4 /J | ~ リー ププ 
j=l \j=1 / 
这 里 , 和 yo 分 别 为 (7.8.10) 和 (7.8.12), 只 需 将 其 中 的 Ar 和 An 分 别 蔡 换 为 M 
和 m. XE Jensen 的 两 个 重要 矩阵 形式 
和 m. 这 是 Jensen 不等式 H J 隊 作 重 妥 息 星 形 式 . 
注 2 HE SI xx = h, H Ai 满足 本 节 相 应 定理 和 推论 的 条 件 ， 则 用 
j=1 
X*A;X;, M 和 mm 分 别 取代 本 节 所 有 定理 和 推论 中 的 X*4X, 和 1 和 An, 便 
j=l 
得 到 相应 的 Jensen 不 等 式 的 矩阵 形式 , 见 Mond 和 Pecaric(1997). 


注 3 今 注 2 中 的 每 个 X; BA nx 1 ai, BX, = a, Aj = A RE 
k 
》 llzlP = 1, RATE REAR p A 0,1, 有 


ナノ J 1 WN) Als テテ * 
» 


结 i 人 还 可 以 被 推广 到 4 为 半 正 定 阵 的 情形 , 这 里 我 们 仅 叙 述 主要 绪 末 , 其 
证 明 读 者 可 参阅 Malamud(2001). 设 r(A) =r < n, 则 存在 > xn 的 矩阵 H, 使 得 
A = H*diag(\1,-::, Ar), 
HHA > … > 和》 为 4 的 非 零 的 特征 值 , H 満足 HH* = I, Poe Pa = HH. 
易 见 


= 


AE Ky Fan HFH 的 男 一 个 不 气 A. 見 Mond 和 Peearic(1995 c). 
IDILE A WE PRH RY \ 
以上 
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xax < ATA) 


* 2 
IAA (X*AX)”, 


0< X*AX — (X*AtX)+ < (VM - Vx) X*PaX, 


+ < (Vai = vA)? Vr) xxP 5 
“PAX, 


A1 Ar 


X*A?X — (X*AX)? < (VA — VAr )2X* PAX, 


7E a2 1-1/2 rk A r < Wi — Ar)” ーー = ーー 


ニー 


由 (7.8.9) 和 (7.8.11), 我 们 还 可 以 得 到 一 些 关 于 Hadamard 乘积 的 不 等 式 , 这 
将 在 下 一 节 讨 论 . 


此 外 文献 中 还 开 究 了 两 个 正定 Uara st KE Tan A aA RE Ga ARE OL 4 th DOL 
by ALAS 12b J PT He Ae f1ermite pOH HJI, BDC AA DA 
n WIE Hermite 了 0<a<i, Jl 


Mond 和 Peearie(1995, b) 4—2 iR i T HASH FR, 其 结果 归纳 成 见 如 下 有 定 
理 . 


定理 7.8.6 i AM B 为 n 阶 正定 Hermite 阵 , 0 之 a 过 1, 则 


ー1 


「 ] r | 7 
joA+(1-a)B) >n|aA™ + (1-a)B}, (7.8.18) 
[ 4 一] fa ヽ ュー 1 | [ a fa ` | ー+ . 1 i 
jon +U-a)B |-jaA+(1-a)B| <nA”, (7.8.19) 
这 里 
2 = min— 
+n)”? _ 


其 中 ui 和 Un 分 别 为 BA! 的 最 大 、 最 小 特征 值 . 
证 明 用 A? ERMAR (7.8.18) 和 (7.8.19) 得 


-i 21 | 
之 Tı lal, + (1 — a) At? BAY (7.8.20) 


&ln + (1 — a)A7 BA 
J J 


ー1 
Ba +1-o)472g472| — [aln + (1 ーo)4-72g4-72| < aly, (7.8.21) 


令 M 之 … > jim 为 BA 的 特征 值 , 记 D = diag(u,---, un), 则 存在 一 西 矩阵 H, 
使 得 
A™? BAT? = H* DH, 
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因此 , (7.8.20) 和 (7.8.21) 分 别 等 价 于 


— L Q 
Q + (4 — A) Li \ 
令 T = (a, 1 ーー a)’, D; = diag(1, ui), 则 


、 , ーー a 、」 ュー 
&+(1— aju =x Dix, atl Ta) ーッ アァ パグ の, 
2 


an 之 -一 一 
at(l-a)w,~ (1+ yi)? 


由 f(t) =t/(1+t)° 的 单调 性 , 我 们 易 证 


ti y = 4min f 4 cn | 
(+ pi)? ~ 7 Ud + mn) (Lt on)? 2? 
故 (7.8.18) 得 证 . 利用 (7.8.15), 我 们 有 
1 1 i — 1)? , 
— +- (a+ -0)4)> WHO >n, t= 1,2,- 
a + (1 — a) pi bi Hi 
因此 (7.8.19) 得 证 . 定理 证 毕 . 
07.9 Hadamard ÆFE 


在 81.10, 我 们 引进 了 矩阵 的 Hadamard 乘积 , 并 讨论 了 一 些 初等 性 质 . 本 节 将 


正明 Hadamard Fe FRA Xin FY UL PE. 


Ye ~J 7 J 


为 了 查阅 的 方便 , 我 们 先 把 定理 1.10.1 转述 在 这 里 . 


定理 7.9.1 BAA BAA Hermite 阵 . 


で 


正明 (1) A> B, ik A-B >20 0 应 用 上 一 定理 之 0 ), RITA (A-B) 


Bl (A o C) — (B o C) > 0. 得 证 . 
(2) 是 (1) 的 直接 推论 . 


oC > 0, 
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定理 7.9.3 KAM BHM n MIE Hermite KE, 则 


(1) A™t o B7! > (AoB)7! 

/NY A—İ ~. A—İ A A\—1. 

JA oA (AO A); 

(3) Ato A > I 2 (At o A)T! 

正明 (1) 根据 Kronecker 乘积 的 性 质 (7), 由 4 和 B 可 道 知 , A@ B 也 可 道 ， 
H (48 B)“ = A~ 8 B7! 

w J = {1,n4+2,2 


HH ez 1 1O) 9 エイ テテ エロ ウォ 4 1 x か イー チー 
J 个 2 村 JJ PF PUP AE SE 1.10.9 PH ESE 1.4.1, TKWIA 
A~! oB =(A™* 8 B™)(J) = (A 8 B)“*(J) 


2) xe (1) 的 明显 特例 . 
3) Œ (1) 中 , KR ぢ =4。 得 


全 证 


应 用 归纳 法 可 以 证 明 
推论 7.9.1 it A 为 正定 Hermite K, Mi 


A oA lo...oA-'>(AoAo...oh)-. 
対 子 知 降 的 普通 乗 彼 , 我 们 有 ATIA = 
到 如 下 推论 , EAH TEER Hadamard wee 


ヒ fm 出 


推论 7.9.2 i A 为 正定 Hermite 阵 , 则 


AP o BP = X*(A? @ BP)X = X*(A®@ B)PX, 
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由 推论 7.8.1 和 7.8.2, 我 们 可 得 到 如 下 定理 . 
定理 7.9.4 KAA BART n 阶 的 正定 Hermite 阵 , 则 对 任意 的 非 零 整数 
p, 有 
AP o BP <y(Ao BP, (7.9.1) 
A? o BP — (Ao BP < In, (7.9.2) 


这 里 y, yo 分 别 如 (7.8.10),(7.8.12) 所 定义 的 7Y， 只 需 将 其 中 对 应 的 特征 值 替换 为 
4 め ぢ 的 最大 、 最小 特 征 信 A」 和 An. 


J TA EN TY | 4 ea Ll. «< 〆 いう 。 


注意 到 4@ B 的 特征 值 是 4 的 特征 值 与 B 的 特征 值 相 乘 所 得 的 n° 个 积 , A 


WEI A, B 的 最 大 、 最 小 特征 值 分 别 a1, an, G1, Bn, 则 


Ay = afi, An? = aonbn. 


2 
A? o B? < (UPL + anpa) 4 o B)? 
401 P1 An Pn 
(ai fy + OnBn)? 
401 810nBn 
(a Gy + OnBn)* 
4 


AtoB'l< (Ao B)? 


A? o B? — (Ao B? < Ih, 


(Joi fi — VanBn)? 


A 'oB!-(AoB)'< 
( a1 31 AnBn 


In. 


第 8 草 受 控 


PE (majorization) 是 癌 基 之 间 的 一 种 较 弱 的 次 序 关 系 . 这 个 概念 最 早出 现在 
Hardy, Littlewood 和 Polya(1934) 的 名 著 “Inequalities” 一 书 中 . 自 那 以 后 , 这 方面 的 


TY e es A Wh 一 irr*. a WS APS 本 理论 及 ーー ュー ニー ロイ ーー ニニ ニン ロー デン rt FE. rly CGA As, 
WRS T EFAA, ARSE Be LIV AAR J KENAR, X 
Be ke Aol WHA CEA OO Hw 1 不等式 的 エト プー ムット A Are hA AN HH 
Jo oOCHUT EN SKY R A OGIXA STF u ZPD SAFIN ATA AJI IA: AERA PAY ZIJI XK, Tr 
m] E 7r 4H Ar er 休学 Aria ASAE AAE R AS PAS THD AIG 333 W hy H. 详细 
AY ASI2A A BAF JUI TES BRIE VIAn TMP) KILE AA A VTP ALI, PPA 


讨论 见 Marshall 和 Olkin(1979). 
本 章 我 们 仅 限 于 讨论 定 阵 论 中 的 受 控 关 系 . 88.1 引进 了 受挫 和 表征 它 的 一 个 重 


ao ve Ln wrk ONS A J Lee re te LL NN A 


要 工具 一 一 双 随 机 阵 ; §8.2 讨论 了 Schur 函数 的 基本 性 质 ; 在 接 下 来 的 88.3<88.7, 


FE TA MT A oc rel tPA ee ( 即 特征 值 组 成 的 向 量 ) 以 及 奇异 值 向 
量 之 间 的 受 控 关 系 


EE さ * 


88.1 基本 概念 


众所周知 , 对 实 轴 上 的 任意 两 个 数 > 和 y, 都 存在 着 明确 的 大 小 关系 , K e <y 
或 z > y, 二 者 必 居 其 一 . 但 是 , WTR” 中 的 向 量 x 和 ,我们 就 不 能 这 样 简 单 地 去 
比较 了 . 此 时 , 存在 着 多 种 比较 z y 大 小 的 方法 . RM STIS ||| 
种 IA FIT ET ER FXT z = (zi,… ‘AD y = (Yrs Yn)’ 


—1,---,k < 一 U Her ry det Be A ahs TAS HT Ae PS Hy ERER n YE 
JK JX 


) "Vy た 十 1 ~ Yk+i AUD YN Ye AP TAI IL 也 是 摘 述 n H- 


are Ni 种 关系 , 它 不 是 从 分 基 角 度 比较 两 个 向 基 , 而 是 从 它们 的 分 基部 分 和 
来 比较 . 具体 定义 如 下 . 


Wo = (zzZn) E R”, wy) 之 … 之 Zn) 表示 向 量 z 的 各 分 基 按 递减 次 序 
HE Bil 
AFI. 
定义 8.1.1 Bryce R. F 
k k 
S zo SO yp, k=1,.…,n—1, (8.1.1) 
i=1 4 二 1 
n n 


D7 一 > yi, (8.1.2) 
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则 称 z 受 控 于 y, RK y 控制 z, 记 为 x <y. 车 


た 


< ， 、 
2 Xi) S a, k= 1, (8.1.3) 
i=1 i=1 
Mite . BE EI, Lr Ba es Al bm J DFAT 日 
RP © FIKILE J Y, APD Y WITLI L, BAN 2 Aw Y. BAW, STR RS TZ] 
质 : 
(1) BRIE: £ Xa, (x <w 2); 
(2) 传递 性 : xz <y,y <z, 则 zx <z( 若 z <wy,y <w% 则 <w 2); 
(3) 置换 不 变性 : Keo < y, 则 对 任意 两 个 置换 阵 mi 和 rz( 所 谓 置换 阵 就 是 由 单 
Bee GAMA (DN GHW AB SI ah AE Re __ A bet, Wee ah BLAS AAS BI LA ロロ ーー 
LPF ÍT (Fl) 互 换 而 TF EY AY AL P+: 因而 V ERPI E BET BEV AAT RA 


一 个 元 素 为 1, 而 其 余 元 素 为 零 的 矩阵 ), 有 miz nyf z <u y, 有 miz <w oy). 
注 1 条件 (8.1.1) 等 价 于 


k 


max Li. < 3 ニー eee n—l. 
1<ji <00<jR gn =] Ji 1 く カ く - < Sn Iji» L, ! 


注 2 在 87.1, 我们 引进 了 偏 序 (partial ordering) 的 概念 . 请 读者 注意 , 此 处 的 
受 控 并 不 是 偏 序 , 因为 它 不 满足 偏 序 定义 中 的 第 三 条 , 即 由 x < y, y <x, 我 们 不 能 
推出 x =y. 例如 , x = (1,2,3)', y = (3,2,1) 就 是 一 例 . 从 定义 可 以 看 出 , 若 xy 
y <r 则 存在 一 个 置换 阵 n, 使 得 z = xy. 为 了 区 别 起 见 , 在 文献 中 , 把 满足 自 反 性 


和 传递 性 的 关系 称 为 预 序 (preordering). 因此 , 受 控 和 弱 受 控 都 是 预 序 而 非 偏 序 . 
注 3 AEM 8.1.1 中 的 R 用 基子 集 5 来 代替 , 则 我 们 在 一 个 子 集 S LE 


义 了 受 控 SEA, 在 后 面 的 讨论 中 ， RNA REESE D= {x 一 (zl +, En), 21 
2° > Tn} 上 上 的 受 控 . 附带 说 明 一 点 , 若 限 制 在 の 上, SERS ASS SERRE a. 
下 面 是 受 控 的 几 个 例子 
/1 1\’ / 1 1 \/ 
例 8.1.1 [ーー| ス [| ーー 01 ス … ス 
\n n j \n-1 7 一 1 / 


实际 上 , 由 于 置换 不 变性 , 上 面 所 有 零 分 量 可 以 换 到 任何 其 他 位 置 , 而 保持 受 探 关系 


) ee (0,.…. ,0, 1,0, , 0) ， 对 一 切 満 足 di 
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定义 8.1.2 1 P= (pij) X n xn 矩阵, 満足 


m: > 7 7 一 1] m {Q 1 A 
ty 7 Y} vy J 二 9》 9 『 ら $ いつ ・+ ユ キリ 
n 
> pg = 1, 2=1,---,n, (8.1.5) 
j=l 
n 
2 i=l j=1, n, (8.1.6) 


则 称 P 为 双 随 机 阵 . 若 在 (8.1.5) ; 


‘IA VUIT jt. 


(R < 
(8 y 
AY OL, 双 随 机 阵 是 元 素 皆 非 负 、 各 行 之 和 及 各 列 之 和 皆 : 


eF — Wn 


(1,-++, 1)’, 则 (8.1.5) 和 (8.1.6) 分 别 为 


由 应 地 对 次 双 随 机 阵 , 有 P1 < 1, P'1 < 1. (此 处 及 以 后 , 两 个 向 量 we Rn 记 
Fa <b RA a; <bi,i=1,..……,n). 


下 面 两 个 定理 刻画 a e VU EEN = pl ユー ルレ レヒ エビ 
H PY | AE SEY HY 」 BX BEL REY ZEA |e 


定理 8.1.1 (1) 置换 阵 是 双 随 机 阵 ; 

(2) 双 随 机 阵 全 体 构 成 一 个 凸 集 , 即 设 P, 和 Po 为 任意 两 个 双 随 相 
则 aP + (1 — a) Pz 也 是 双 随 机 阵 . 

定理 8.1.2 (1) Pi, Po 为 两 个 双 随 机 阵 , 则 它们 的 Kronecker 乘积 P, Q Py 和 
准 对 角 阵 diag(P,, Po) 也 是 双 随 机 阵 ; 

(2) Æ Py Aj Po 可 乗 , Ml P,P. 也 是 双 随 机 隆 


(3) BQ = (qi;) 为 正 交 阵 , WEA Hadamard EE P = QoQ = (る ) 是 双 随 机 
阵 ( 称 为 正 交 随机 阵 ). 类 似 地 , Æ = (wij) 为 西 阵 , 则 P =U oT = (lui, |?) 也 是 双 
随机 阵 (PKA E KEHL RE). 


这 两 个 定理 的 证 明 都 不 难 . ARH eee 
MERCER HY AL II HAP TAB, HH ARA AAA | ビジ ドー ナ ・ 


为 了 应 用 双 随 机 阵 表征 向 其 的 受 控 关 


Tree IF i 有 ja j ] 量 的 SF 一 JL 


一 个 线性 变换 了 RAAB 
T=Al,+(1-A)Q, AE [0,1], 


则 称 该 变换 为 了 - 変換 . 其 中 8 为 恰好 对 换 两 个 坐标 的 置换 阵 . 因为 了 是 两 个 双 随 
机 阵 In AQ 的 凸 组 合 , 所 以 了 也 是 双 随机 阵 . 易 见 , 当 Q 是 对 换 第 j 和 第 天 个 坐 


na Lf, 7 ナー ロー トレ / 
标的 置换 阵 时 (7 < k), 


~s 
to 
Pas? 


AJN 


Tx = (£1, n. ) の 7ー1) ATi 十 (1 一 入 ) ZK Tj+1, °°, Lk-1, 


Men + (1 — dae. a V 
ALk T {1 スリ ルナ 5 k+l,’ Tn). 
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定理 8.1.3 ix T < Y, 则 存在 有 限 个 T- 变换 Th, ーー イル ・ 使 得 


a m 
£= tk iiy. 


正明 若 存 在 置换 阵 I 使 得 x = ly, 则 定理 自然 成 立 . 这 是 因 KRET 


AX 4 pa et He RA (AAW F Ha BAAS E a 4 a Al Be Pee Wa RA) SE A. ye ee ae es E f 


E IR) oT ELIK Ver DA LTR A DE PY PNA ジブ J771) AE HAY EE RE) He RH, W 一 AJ TF ELIA 


阵 也 就 是 Q E, ME Tt T RF. 
现 设 7z 不 能 由 yy 经 过 置换 而 得 到 . 不 失 一 般 性 , 假设 Zi > Sn, Vi 之 … 之 Yn- 


ルル 


Ri 为 满足 zj <y 的 最 大 下 标 , M k AATF j Ac > yk 的 


た 


~ m zrk と IRE 
7, K 一 定 存在 , 因为 对 Li 天 Yi 的 最大 下 标 i, 必 有 Li > Yi. INE RLTF J TH K, WF 
Yj > Tj Z Tk > Yk- (8.1.7) 
> 3 e。 7/7 \ tr 入 4 d Rt bv nN oy ン 1 mel 1 Eh 
id d = min(y — £j, £k — yk) Ñ à =1-— ,显然 0< 入 <1. UE 
Yi — Yk 
~ / 
y = (Y1, 784 Yj-1, 45 一 d, Yj+i, "°°, Yk—1, Yk +d, Yk4+15°°° Yn) (8.1.8) 


WA J= M-AR = A+- ARQ = Ty, HH Q 为 交换 第 7 和 第 上 个 
坐标 的 置换 阵 . 现在 我 们 证 明 : x ~ gy. HEE, 从 xz <y & (8.1.8) 知 


> =k (8.1.10) 


由 d 的 定义 , 知 


同時 y: = (i =j 十 1,… ,kk 一 1). Fee 


>You, も を ー カ こっ ん (8.1.11) 
i=} 2 二 1 
PZA (2 1 (8.1.10) 和 (8.1.11) 知 
FR (0.1.7), (OL. LU) FH (0.1.11) KH: T< Y. 


.9) 
对 任意 两 个 n AEE u Alu, 我 们 用 N (u,v) 表示 ww 的 i 的 个 数 . 因为 当 
d=y;-2; 19; = xj, MH d= aTr — yx WY, Nr = zr, 于 是 N(x,9) < N(x,y)— 1. BẸ 
Xi y 施 一 个 T- 变换 后 , 既 有 x < 乡 = Ty, LIE g Bo TD A OPT 
数 減少 了 1 个 . BOR y 经 有 限 次 T- 变换 之 后 , 可 得 到 z. 定理 证 毕 . 


下 面 的 定理 通过 双 随 机 阵 为 E ERRA 
O HY A Se TS AAP DLP A 
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定理 8.1.4 ”对 任意 zy € R”, x < y4 存在 双 随 机 阵 P, 使 得 > = Py. 


证 明 ”必要 性 . 因为 了 矩阵 是 双 随 机 阵 , 且 由 定理 8.1.2(2) 知 Te- Ty 也 为 双 
随机 阵 . 故 从 定理 8.1.3 3 立 得 必要 性 . 


= FA JNa oes a YA OY 


充分 性 . 由 受 控 的 置换 不 变性 , 我 们 不 妨 设 rz; > … > zn, y e 之 yn. A 
DoF 2, 2 ,PijYi = Sv, 
i=l 2 一 1 7 一 1 7 二 1 
其 中 
k n 
NA ーー ン TA ン A 
0< tj; = ð Pý <1, 2 tj=k 
i=1 j=1 
于 是 
E E a E 
2 Ti Di = な 一 ツー Vi 
i=1 i=1 i=1 i=1 
< 心 /。 で さこ 、 ハ 
=2 tyi? Mit URL R— D_ bi | 
vl i=l \ ? 王 1 / 
=) (を な 一 1)(% -+ SD tly Yk) 
i=l i=k+1 
< 
另外 
Tt 7 ル 7 ん n n n 
D-DD = Sou (Sop) = 
i=l i=1 j=1 j=1 \i=l / j=l 
定理 得 证 . 


这 个 定理 提供 了 判定 向 量 受 控 关 系 的 简单 方法 . 
例 8.1.3 ”考虑 例 8.1.2. 对 第 一 个 受 控 关系 , 我 们 有 


/ 1 ヽ / 1 1 1 ヽ , 、 
n n n n a 
1 1 1 1 
m non m a2 A 
| it | ーー | it ib it | | | = Pa 
| + | g 1} l | a 
Vin / Ln n n/ * 4 
个 位 置 ， 记 之 为 Ci, it a ay 加 对 Aa = Pe, 其 中 Pi Al ¥e 4 
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直隆 
/ ai Q2 a3 ££: an \ 
| ao aa ad °° a, | 
P= | 43 4 45 a2 , 
| | 
\ Gn a) a2 Qn-1 / 


是 一 个 双 随 机 阵 . 类 似 地 , a < ez, 此 时 a = Poeo, Po 是 将 Pi 的 第 1 和 2 两 列 互 
换 得 到 的 . 一 般 a < ei,i = l, n, 对 应 地 a = Pei, P: E% P 的 第 1 和 ? 列 互換 


A. 7 マー デュ ーーー デ 


>r PE e bd 


得 到 的 , 它们 都 是 双 随 机 阵 . 
1 一 
例 8.1.4 it2¢R",F= ー 2% 则 


/ 1 1 \ 
/ — ー \ 
n n 
tl = L£, 
| 1 1 』 
\ 7 zn / 
上 元 1 <T. 
推论 8.1.1 Be), yO € Rc, y” € R”, Ac q<y, ze <y” My 


正明 依 定 理 8.1.4, 存在 两 个 双 随 机 阵 PL 和 Pe, 使 得 rO = Pry, rO 
= Poy), 于 是 
/ a) \ [fp nV/,o\ {ay \ 
per yi f fr YY yp が ya nt Fy 1 
(| 一 Lo 一 6 朋 ・ 
KZS S AS 2A AYA A) 


由 定理 8.1.2(1) 知 P 为 双 随 机 阵 , 故 命题 得 证 . 
注 4 这 个 推论 的 逆 命 题 不 其, 即 由 


/ 。、 \ / A \N 
(1) y(t) 
< 
が (2) y(2) 
不 能 推出 9 < yO, i= 1,2. 其 中 r = = (ay th) s Y D = (y1, ye), 但 如果 
假设 了 zl > … > zn, yi 之 … > Yn H > >- Yn WA ac) < yD), 2 < yl), 
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推论 8.1.2 ”给 定 ye R", 则 所 有 受 控 于 y 的 全体 n 维 向 基 构 成 一 个 凸 集 . 
证 明 容 易 从 定理 8.1.4 及 8.1.1(2) 推出 . 
定理 8.1.5 P H nxn SWBANLM < 全 对 任 x 


ZI LT 1 >~ 7 YJ J-La JU ロリ 


アァ =< T. 


こ w『 fr 


元 分 性 . 首先 注意 到 , 対 任 一 we R", GA <1,, 则 必 有 u= 1。. 假设 对 一 


8 
人 


a n f こげ > T AA 
J t, J AAS SA AL 


”从 前 面 的 讨论 我 们 看 到 双 随 机 阵 在 受 控 关系 研究 中 起 着 非常 重要 的 作用 . 对 


nytt y W GEN Ki 7r ae DA 人 MA Se otk Be eee A こら > 
RLS, AAA RB DUPE IE AI LTEN We Pee eC ERY 作用 . EHAS LIE T ve < HI, 


FET FEBUR VOM BAL EA PEI, 它们 的 证 明 都 不 难 , 留 给 读者 作 练习 . 

定理 8.1.6 (1) 次 双 随 机 阵 的 全 体 构成 一 个 凸 集 ; 

(2) 设 号 和 已 为 次 双 随 机 阵 , I) Pi 9 Pz, PoP 和 diag(P,, Po ) 都 是 次 双 随 
DLR; 

(3) Æ Pi, Po 为 同 阶 次 双 随 机 阵 , 则 P,P. 也 是 次 双 随 机 阵 . 

定理 8.1.7 i P= (pij) 为 nxn 次 双 随 机 阵 , 则 存在 一 个 双 随机 阵 D = (d,;), 


| 


Pij S dij, i, 7 = 1,.…,n 


正明 设 P 是 次 双 随 机 阵 , 但 不 是 双 随 机 阵 , 则 P 至 少 有 一 行 元素 之 和 小竹 


-5 AS は A Wi 


クー へ a Aa a 


1, 同时 也 至 少 有 一 询 元 素 之 和 小 于 1. 设 第 i 行 和 第 7 列 分 别 是 这 样 的 一 个 行 和 列 . 


[{ n nN 
EeE=minl1— n..1—VNS p|. 

\ Latni | 

\ k=1 k=1 / 


其 中 五 7 为 (i, 9) 元 为 1 其 余 元 素 丝 为 零 的 nxn KE, BH qk > 之 Pik, l,k=1,- 

且 @ 的 第 4 列 或 第 j 列 的 元素 之 和 至 少 有 一 休廊 1, 同 時 O E UENEN 

随机 阵 . 如 果 是 前 者 , 重复 上 述 过 程 有 限 次 , 便 得 到 满足 条 件 的 双 随 机 阵 D. 证 毕 . 
类 似 于 定理 8.1.4, 我 们 有 


w IH Q 1 Q イト a 一 If 4. 7 np eae ビデ ーッ レゴ マリ K 客 TI rE D ARB T> 
是 坟 5.1.8 W x,y E R}, W T <u y = FERAE P, 使 得 = Py. 
“十 し いと * wy ツジ) U Ło geof* OE 
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证 明 必要 性 . 役 z<。y. 如 果 z=0, 唱 取 P=0 即 可 . 若 z 元 0, 設 < 力 z 的 
最小 非 補 分量 , k 为 最 小 正 整数 , 使 得 


n 74 
ck>6= Dh Dn 
4=1 2? 王 1 
6 8 \" 
Z= (21,---,2n,-,-°-,- | と Rt 
l “k 2 


HE そえ ノン Hert o1 A an AAA Ay reer 万 HIB > — Dr 30 D wet n 4 
WA OJ AR Ae Oe he AH) TT TE | MARE VLPP 42 5 NTF 4 デメ YY Yl = KJ NN Fe YQ 


= a wan 

MY. DEA 、 > の まく / 

和 前 n 列 组 成 的 主子 隆 为 P. 则 P 为 次 双 随 机 隆 H x= Py. 
Yi 之 . 则 


yg kos 
` Tj 一 3 Y pau = > な 9 の:, 
i=1 . 


i=l i=1 
ay 田 
AQ ニニ 
k n 
0<t => pu <1, > な みん 
ォ ー1 一 1 
于 是 
< 一 < 一 < ー 
dia ow = uti- dow 
7 三 1 7 三 1 i 二 1 ?一 二 
ん 


即 x <u y. WEE. | 
注 5 定理 8.1.8 中 的 条件 z,y e RY 不 可 少 . 例如 , MA x= Py, P 为 次 双 随 


机 降 , 并 不 能 推出 zx Ky y, 一 个 简单 例子 为 
1 1 
( 0 | E ( 3 3 \ / 1) 
| 11=1 5 3 4 | . 
\3/ \3 3/\7/ 
类 似 于 定理 -8.1.5, 我 们 可 以 用 弱 受 控 来 表征 次 双 随 机 阵 
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定理 8.1.9 PA nxn 次 双 随 机 阵 > 对 任意 ze RY, 有 Pre R”, H 
アァ Xy 2 


ur BA 设 pP h yh YU KE EN | Ra: rc Dn ARP, — Dae Dn ky TWH oo 10 を ケロ 
J JJ UNDA PRO VLU 4 & fli, WSS GY 一 エル に fu. TWA AE EE 0.1.0 ) 
y= Pr <w x. 必要 性 得 证 . 
充分 性 . 假设 对 一 切 ze R", P 满足 
Pre R”, (8.1.13) 
アァ <y T. (8.1.14) 


n 
这 意味 着 max > py <1. 于 是 Pln <1。. 
j=1 


ガー 方 面 , W x = ej, 这 里 e, 表示 第 7 个 分 量 为 1 其 余 分 量 丝 为 零 的 n 维 
ray tat. 则 (8.1.14) 变 为 


[n 。 No, .\/ ~</ — 1 m 
LP LJ ) ピク 7 5 IT) Vw 7) J ty 3/0 
n 
tht Non. <1 4—1 » AN Pi 一 14 
BATH ZFS tod +3 5 7 の > PP 4 An xa tn 
デー 


P 为 次 双 随 机 陈 定理 证 毕 


pe dete Ap er fhe feb th 


在 结束 这 一 节 的 时 候 , 我 们 给 出 受 
定理 8.1.10 设 zyeRn zi>・ 


FANE, | 它们 的 验证 十 分 容易 . 
-Du 若 下 列 条 件 之 一 成 


H 
A 
ny 
a 
Sd 


Vv 
3 
tS 


立 , VA アベ ペダ. 
(1 Er b te hewn FB er 一 ， 7 1 
いい ナコ ゴイ トト hy PR ん で 76。 TF di a yi t — l, ph, bi Z Yi; é—-AT 1, ) Th, 
um RAT ilin …,n) 单调 减 ; 
(3) Rx, >O0,i=1,---,n. Yi Ts 大 于 (i 二 1,…,n) 是 单调 减 
2 n n 
エロ 日 wt 1) cee A eb = ン NN no 
WL “J Mm UJ AML, MKS Lt へ 2_ Yi JIS K, [RAY 2 „Ti 2 2 の (J 
?一 | i 二 1 ?一 =) 
n n 
=k+1,---,n). (AA ) zi 二》 y, RAIS n-k ARER 
2 i ョ ーー ノレ ん Za?" トル アブ て ジノ ヒコ I tl 
? 王 1 ? 王 1 
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再 结合 假设 zi +++ 2 in, 便 证 明了 7 <Y. 


n 


其 次 , 我 们 证 明 (2) 一 >(1). A = om F 0 


F 


Yi — Ti < 0 i i= k+ Ln, 这 就 是 D. 用 类 似 的 方法 可 以 证 明 (3) 二 >(1). 定理 


E 8.1.11 i$ riy € R”, £1 >t >En, X ti <>) yi 则 定理 8.1.10 中 任 


88.2 Schur 函数 


Schur 函数 是 导出 不 等 式 的 一 个 重要 工具 . 本 节 引 进 Schur KAHE X, 讨论 
它 的 基本 性 质 及 判定 方法 , 并 给 出 在 向 基 受 控 中 的 一 些 简 单 应 用 . 
定义 8.2.1 设 O(c) 为 定义 在 ACR” 上 的 实 函 数 , EX zx,y e 4, zx < y, 有 
B(x) < By), WH B(x) 为 4 上 的 Schur 凸 函数 . 如 果 进 一 步 , “oxy 且 z 不 是 
的 置换 时 ， 有 B(x) < By), WR O(c) 为 A 上 的 严格 Schur 凸 画数 . 当 4 = R” 
时 , 称 D(x) 分 别 为 Schur 上 廿 函数 和 严格 Schur 西貢 数 
从 定义 可 以 看 出 , 把 B(x) PRA Schur HS ea RAP A Schur 增 函 数 更 为 恰当 些 . 


a JDL ae eer oe We OAL... SLR Oe Alam b A 上 
如果 — (x) 是 A 上 的 Schur LI PRN SQ) TH DLL CIIN RK, AUP) Fle) ZY Ah 


的 Schur L AAEE Schur M t. Schur hA Schur M pA PKA Schur 


定义 8.2.2 i ACR, AMER ze 4, 对 一 切 置 换 阵 I, 有 Hz € A, 別称 


= コリ らら の の プーマ エネ と 侍 A ee Vda Bly) Byte we BSA E blr) 
AEA 0-4-0 ECAN PDAIR 11 LAE A UJ EAA そい し ルリ) TAA [Lom ELINT 445 HH 三 化/ 
一 の (>) ile lr) HA LO yeep Sr 
= tse js ANI VS いと / イコ ーー ュー ブラ ブイ コー ドコ リュ テイ フン て 
因为 对 一 切 zc R 和 任意 置换 阵 I, 关系 
Iz < x < Iz, (8.2.1) 
总 成 于 是 我 们 在 
sn J 9 J AL) its TF 


[DN N ヽ 。。。 1 fe 9 9\ 
YH {teh T1 Zt ni.: (0.4.4) 


定理 8.2.2 设 D(z) ATR A ESE PREG 则 S(x) 是 4 上 Schur 凸 
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证 明 必要 性 是 显然 的 , 下 证 充分 性 . 设 z,y EA, rxy. Ë= (ta En 
Za) ラグ Xn), 类 似 地 定义 立 AA 为 对 称 集 , 所 以 Z, 9 と DNA, RH B(Z) < 8). 
但 由 Ba 的 対称 性 , 有 る (z) = G(x), G(G) = Gly). FH G(x) < Hy), 即 (2) 
为 Schur 凸 函 数 . 证 毕 . 


这 个 定理 表明 , 当 我 们 研究 一 个 对 称 集 上 对 称 汤 数 的 Schur dh 
AS LL. ZA DUIiul |] 


B/N Mew LA 一 JIJI AU | J KD’ 


考察 它 在 D 上 的 Schur 凸 (M) 性 . 这 一 性 质 会 给 我 们 带 来 很 大 方便 , 后 面 将 多 次 用 
žij. 


一 让 ks 人 证 出 并 | 一 > 二 
= AC THY EEN Fl RE 7 Ya 
定理 8.2.3 lx) 为 DF Schur oh (ER Schur mh) ew 二 ~ 对 任 音 的 > nD 
an as \w / ププ tv ト プ フン LAULALE | | いり TH WJILULLUL ゴリ D XX —" A/N] Ly “x = i’, 
PRL D(21,--+, zk-_1, 2k + E, Ze41 — E, 2h42,°°*; Zn) 是 < 的 增 ( 严 格 增 ) 函数 , 其 中 e 
的 变化 范围 为 
0<e<z2—z3, 4k=1, 
0 < E€ < min{Zp_1 — Zk, 2k ユ ュー Zk+2}, 42<k<n-2, (8.2.3) 
心 亿 一 上 上， = ん IU i. 
正明 iE 
| 1 0 0 … 0 | 
1 1 0 U 
ら 一 内 9 
| 1 1 1 | 
L Jaxn 
T ーー (Z1, * , Ln) ーー ST, 
m 一 (1, , Yn) 一 Sy. 


WA, T< YT; < Yi, ? = 1, rr) 一, Tn = Ün. 于 是 事实 “ T< y, 有 P(r) < (y) ” 


EMT. «yh me ンー セタ テテ こす ww 1 et /~ ~ \ 
FU N Ti S Yi, t = 1 ,Nol1, In = Yn, A (2 の 2 — £1,-++, Ln — En) 
< Bly, Yo 一 .人 六 -六 EZ ÆH あ />。 > 23... > ーッ \ ゞ 上 和仁 A ar 
Fl, 92 — yi, Yn T Yn-1) +» JAA ARR 221, 22 一 21, ;Zn 一 Zn 一 1) AT RETE 

Ht 2; 赴 増 画数 ( 当 其 他 変量 (7 i 固定 时 ), 这 又 等 价 于 Dla.. 4 
(= “J ビー さき ー ピ コア 9 AYR I \~wLs " 9 <k— 1; Zk I 


E, Zk+1 — E, 2kh42,°+', Zn) Fee TS PR. < 的 变化 范围 (8.2.3) EHT PHEN. 证 毕 . 
在 微 积分 中 ， 我 们 曾经 用 画 数 的 一 阶 导 数 的 正 负 号 来 关 定 范 数 的 单调 多 对 现 


Prete thes ete bat A 
1LHY IBZ, TX IJ URAR TASS AY ER. 


° = {x E€ R”, £1 > £2 > > Tn}, 
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定理 8.2.4 W $B(z) AD bese, HE D° 上 连续 可 微 . 则 
の あ ( \ een LL qa I1 ac Er ひ (?) - T) vt rn 一 Do Hn 
(T) d D CA pcnur GRKA = 一 ev, N レ リ の に ピグ .Bh 
OP(z) 、 0FB(z) Ps) 対 一 切 ヶ の? 成立 
Oz) Oz っ ~ Ozn 


WAR 首先 注意 到 , 我 们 只 需要 在 De 上 证 明定 理 . 事实 上 , 设 zx,y € D. 则 对 
任意 s > 0, 定义 


H% e 一 0 时 , ze ox. 类似 地 定义 ye € Do, 4 e 一 0 时 , y 一 y. 容易 看 到 由 
t <y 可 推出 ze < ye. € OE D? EB Schur RHR, WI 更 (ze) < B(ye), 对 一 切 
oo A tt toto x He Om OL ALL >Y At UL CK 
g > 0 成立 , 根 据 $B 在 D 上 的 连续 性 , 有 


P(x) = lim Plze) < lim P(ye) = Bly). 


ーー テ wel アテ ロゴ 


这 就 证 明了 D° 上 的 Schur 凸 貢 数 一 定 基 D 上 Schur My eH 
根据 定理 8.2.3, ee” D° 上 Schur 凸 中 数 , 当 且 仅 当 对 z ED., RM D(z1,---, Ze-1, 
Zk + E, Zk+1 — E, Zh+2,°°*, Zn) FE (8.2.3) 定 叉 的 g 区 域 上 赴 g WRAY. 这 又 等 价 于 
bg, ,Zk—1; Zk + E, Zk+1 — €,2k42,°°', Zn) 20, ze D° 
即 
ひみ ひみ ~ ~o 
< 一 一 一 0, zc の ? 
Ozk O2K41 
定理 证 毕 . 
在 微 积 分 中 ， FIT FRE PR BUR 对 一 阶 导 数 等 于 零 的 点 , 我 们 要 看 它 的 二 阶 
号 数 的 符号 . 关于 这 一 点 有 如 下 事实 : 设 f(x) 为 定义 在 [ww 可 上 的 实 函 数 , f(e) > 0. 
且 对 一 切 使 f(z) =0 的 z, 有 だ (z) > 0. W f(x) ARERR. 应 用 此 事实 及 赴 
理 8.2.3 我 们 得 到 


定理 8.2.5 设 生 为 
Ph PRL, 且 对 满足 


> 
N 
2 
准 
ea 
ss 


Ob OF 
ðzk O2K41 
的 z, 有 
- OF ポ p 8? p 8? p 
+ >0 


2 


ーー ーー 一 一 一 一 十 一 一 
OzzOz。 Oz の Ozk+1 Ozz+10 ヶ ん OZk+10Zk+1 
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则 更 为 万 上 严格 Schur (ype RX. 
设 TC RR 为 一 开 区 间 , BWI” = {xe R",2; €1,i1=1,---,n} 为 一 对 称 集 . 应 


用 定理 8.2.1, 8.2.2 和 8.2.4, 我 们 了 立即 得 到 如 下 定理 . 
定理 8.2.6 HEH — RHEL ese, NW SI” EX Schur SHR 


Ww Asp we 
=> Aik SI 
(1) S A I” EXTAZ; 
ð p ð 
(2) < > 二 一 ,对 一 切 zc DAI 
Oz Oz。 
:年 4 feeb あ 員 半球 洗面 西 冬 件 72 の) Tar. IHLE a e—a cy 
二 二 1A BIT PON PNE, LAHJAT A) SPADA? MIA FI Oe © 2, 
右 
r3 
(AB Ae 
Oz; 2; 
同样 ,由 @ 的 対称 性 , (8.2 4) 可 进一步 改 为 
0 0 
(ネー る ) | ニニ ーー 一 >0 (8.2.5) 
z1 Oz 
A IA /oo AN Bt /QD FY BRE- b Goahir Blt wde o A hda CO OF 让 和 多 
AR TT 9-4.4) TH 10.4.9) HPP トノ ソリ Schur AR IVT: 6 日 』 和 た ZZ7 ロ コニー ゴ オド mA De: コキ ボー ドコ ユニ) VI YY 


Schur 凸 函数 都 是 用 这 些 条 件 证 明 的 . 
在 Schur 函数 理论 中 , 下 面 的 定理 占有 十 分 重要 的 地 位 . 它 表明 , 当 我 们 要 证 明 
ne 为 Schur 凸 函 数 时 , 具 需 考慮 =2 的 情況 . 即 把 判定 一 个 n 元 函数 为 Schur 


hor El 7a Ar 
函数 的 问题 归 结 为 二 元 函 数 的 对 应 问题 ， 后 者 WAAR As. 


定理 8.2.7 设 © 为 R” EXT PR pe BL. 固定 々 3 一 29, いう うる 7 = Zn, A PRL 


WOR? LH 5 Schur RER, M) 8 A R” E Schur MKX. 


r— T, .. -Tiy 
WU AK 1Y. 


ig = Try. 由 7- 变换 的 结构 知 , 9 y 至 多 有 两 个 对 应 分 基 不 相等 . 由 る 的 对 
称 性 , 不 妨 假 设 它们 是 前 两 个 分 其 , 于 是 gi = yi i 3 AA y <y, PY (G1, 92)’ 
< (yi,yo)'. 因而 


(g) = PP, GP, YW, ) < By Y2, I8, yL) = Ply), 


B(x) = P(Tr Ty) S $B (Te 719) S + < $B(T1Y) 
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证 毕 . 
现在 我 们 应 用 定理 8.2.7 证 明 如 下 重要 事实 . 


定理 8.2.8 ig FER” 上 对 称 凸 (严格 凸 ) K, Ml S é R” 上 (严格 )Schur 
ry PRAY. 


ri rTH o a py Th ba A aot — の キク ラー バビ ロロ wt ン nti テー デー 一 fm 11 
MRTG ALLE 6.2.0, KIJA RA n = 2TH. AT < Y, WIFE Q € U, ij, 
使 得 
zı = ayı + (1 —a)yo, 
t2 = (1—a)y + aye. 
hh S Ah Mae Iie & 
由 多 AY CITE AAT PRE, A 


P(x) = O(x1, 22) = Bayı + (1 — a)ye, (1 — a)yı + aye) 


=@lal 7 |+ (1 —a) 2 
y2 yı 
<a P(y1, yo) + (1 — a) (ye, y1) (8.2.6) 


=a (y1, y2) + (1 一) (y1, y2) 


这 就 证 明了 Ø A R” 上 的 Schur fy pK Re. 
设 $ ALAZ, 则 O(c) = $2(y) (8.2.6) 式 取 等 号 二 > a = 0K 171 = 


トモ ネー Lar? — = 


Yi, 22 = Y2 Mr = Y2, £2 = Y1, Py 为 z 的 置换 . 这 就 证 明了 © 为 严格 Schur 凸 


函数 . 定理 证 毕 . 
ŁA =œ THE on ーー イセ ん な イー UN-A 
> ロロ AELE 0-4-1, TRIIAL bp A 
HA So1 BILS n OAKES g の HAARA H a Heee LS 
JÆ pG Oe。 =a [Loe 74 レー | FO 5 SB AHJ’; ££ プリ フイ コル NO す | FA OO SB BIAS PR ee 
数 , 则 BHR” 上 的 Schur 止 函数 . 


Se 
现在 我 们 讨论 一 些 非常 有 用 的 特殊 形式 的 函数 的 Schur 凸 (M) 性 . 它们 是 如 下 
两 类 复合 函数 
(1) y(x) = (oi(Z),…・, vez), 
其 中 , o」(z),…・, ek(z) 为 定义 在 ACR 上 的 实 函 数 , h 为 定义 在 R* 上 实 函数 ; 
(2) w(x) = f (g(21), ,9(zn)), 
其 中 , g 为 定义 在 R 上 的 实 函 数 , f 为 定义 在 R* EN PH 
我 们 的 问题 是 , MA f g, h pi,… ex 满足 哪些 条 件 时 , 复合 函数 东 为 Schur 
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定理 8.2.9 KA ete ( 减 ) 函数 ( 即 固 定 任 意 ょ 1 PE, ヵ 是 另 一 自 变 
量 的 増 ( 减 ) 函数 ), 则 


(1) 当 yi (x) 均 为 Schur fh PRAT, め w(x) 为 Schur 四 (町 ) PKI Š; 
(2) 当 gi(z) 均 为 Schur pea, ゅ (z) 为 Schur 凹 ( 凸 ) BR. 


Mr ? rr J+ nme dh yi (x) で 上 。 a St. +7 
UEBA (1) i8 r <y, 田 i(z) 是 Schur 凸 性 得 


yi(x) < pily), ? = 1,-::,k, 


XXMU T Y H Schur 凸 函 数 . 
(2) 证 明 类 似 于 (1), 从 略 . 定理 证 毕 . 


Fo 


Pt 


推论 8.2.2 (1) 若干 个 Schur 凸 函 数 的 非 负 线性 组 合 仍 为 Schur 函数 , 于 是 
Schur 凸 栖 数 构 成 一 凸 锥 ; 


(2) 一 个 Schur 凸 函 数 的 增 函 数 仍 为 Schur 凸 函 数 ， 
证 明 (1) 在 定理 中 取 pi(z) = ti, h(z1ı, n -, Tk) = > aiti, a, 2 0, 即 得 欲 证 . 


例 8.2.1 i yi,---, Yk A Schur M (H) 函数 , 则 


min (の 1 , , Pk) 和 和 max( の 1 , see , Pk) 


均 为 Schur 凸 (HI) 函数 . 


rL , XI. 041 rt /rtrt\ Z> wh rt +L lat T? ー と ーー / ~、 A 
Mm Y1,°°', YR A ochur LI A) BR, HM Yt A T, -A pir) ZU 
mil 
JNS 
k 
v(x) = [| vila) 
? 王 1 
为 Schur 凸 (HI) 函数 . 
现在 我 们 转 入 第 二 类 复合 郴 AHS Schur 凸 性 的 計 形 . 
=H g 9 nN 27,3404 (00) wee fF URS Qbar Tek OM) — Elala . 
AEST 0-4-1U X g ノリ 上 エリ Bix, = (JX) Schur HNZ, AY Y = JG 1), ) 


g{Zn)) 为 Schur fh pep A. 
证 明 痛 先 由 定理 8.2.1 知 , f 必 为 对 称 函 数 , 再 依 定理 8.2.7, 我 们 只 需 对 n= 2 


和 a on 


WE HA xe HE. 
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当 n=2 时 , 由 z <y, 必 存在 a € [0,1], 使 得 
Tı = ay: 十 (1 一 Q)y2， 
ro = (l-—a)y, + aye. 
由 9 的 凸 性 及 /是 增 函 数 , 我 们 得 
p(x) = f(g(71), 9(72)) 


一 pf /AN (1 NON 4 VAN AN (8.9.7) 
< flag(yi) + (1 — @)g(y2), (1 — a)g(yı) + ag(y2)) e 
-f a g(y1) )+a-a) (9 ) 
— \ glye) 9(h) J, 
因为 
al 2 a ( 9(y2) ) < ( (yr) | 
\ 9(y2) / g0) / \ gly) / 
于 是 由 f 的 Schur 凸 知 
fg) ` g(y2 
ve) < (ol + ji (ua) ) (aln), 9(v2)) 
— \ glye) g(y1) 
ー /1 AÀ 
= Wy). 
定理 得 证 . 
推论 8.2.3” 设 ICR 的 一 个 区 间 . g HIOR Eft (h) 函数 . 则 
v(x) = 》 g(z) (8.2.8) 
i=l 
Ay I" E (4%) Schur 14 px Be. 
证 明 ”在 定理 8.2.10 中 , 取 f(x) = 2 ti 即 可 得 B(x) 的 Schur 凸 性 . 当 g(x) 
AAP Th pe, 因 yle) = pyly) (8.2 7) 式 等 号 成 立 >a 一 0 或 1 二 >y 为 xz 的 
置换 . 这 就 证 明了 Y め 的 严格 凸 性 . 证 毕 . 
例 8.2.3 在 zi>0,i=1,…,n 上 ,函数 
5 て へ 1 
(z) = ンー T: 
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fl 8.2.4 tta>O. T 


n f anad 
a \ zi / 
£O<2 べべ 1, 2 二 1,…,n 上 为 严格 Schur [4 pe ay. 
n fa afl / ON 
、 1 1 , 1 1 
一 n n n n 
< る (z), 即 
n / a 
S“ 1Y > 人 +i) 
A \“iT™ |] ' 
n 
例 8.2.5 ”函数 B(x) =) logr; Æ zi >0,1=1,---,n 上 为 严格 Schur 凸 . 
2 二 1 
据 此 及 算术 平均 和 几何 平均 不 等 式 们 立即 得 到 下 面 的 不 等 式 . Ba >0 
PUREST TE TT 2 AN SPIN IXIL FEY PU GY APSF. BD Ti 2 U, 
1 
i=1,---,n, M(x) = ー Ti, G(x) = (Z172 Tn)!” pij 


yogd + zi) > nlog(1 + 7( ヶ )) > nlog(1 + G(z)). 


等 价 地 


推论 8.2.4 WICRA—KIA,g 为 了 上 连续 的 正 值 函 数 , 日 logg 为 (严格 ) 


x) = | [azi) (8.2.9) 
2 二 1 
为 (严格 )Schur gh pe BM. 
证 明 | | log (x) = 2logog(zi)， 根 据 推论 8.2.4, 从 logg 的 凸 性 可 推 出 


B(x) = elog P(x) 


y ーー 


P(x) 为 Schur (egy. 证 毕 . 


l+ l rr l-z; 一 - 1+2; 
aa) =Z, zr) = s0) H 
2 二 1 al t wl t 
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容易 验证 log , log 和 log 一 一 Æ u > 0 上 都 是 严格 凸 函数 , 于 是 由 
> 8.9.4 B(x). i= 1.2.3 REER Schur oh. Hae N07 二 1...n N n =l. 
JR rG ハロ) OY J 14, HPAE TH Vv He X hy F Uje ’ stoa ブレ ツタ 
i=1 
则 有 
/ 1 1\ 
| 一 ， 一 | スタ ァ 
\n nj 
据 此 及 B(x), i= 1,2,3 的 严格 Schur (4, 立 得 下 面 三 个 不 等 式 
TT 工 十 Zi ~ fm 1.1\7 
il m 一 人 ACT/ ` 
=} we 
一 1-42; 
- 之 n—1)", 
[t> 0-1 
yy its (m+1\" 
trl- \n-1) 
ee oS 1 
対 一 切 満足 > z: ニ 1 的 正 数 z1,… ,zn 成 立 , 且 等 号 成 立 っ zi ニー, 4 = し … 7 


i=1 
前 两 个 不 等 式 是 Klamkin 和 Newman(1970) 证 明 的 , 第 三 个 由 Klamkin(1975) 证 
明 的 
现在 我 们 考虑 另外 一 类 本 数 的 Schur 凹凸 性 . 记 
So = 1, Si (x) = 2? „Tis 


So(x) = D its "e, Sn(£) = Ez 


BR Sk (x) 为 第 有 个 初等 对 称 郴 数 . 
定理 8.2.11 ”初等 对 称 函 数 Sk(z) BKM a; > 0, i = 1,---,n 上 的 増 Schur 


My] pa aa ( 即 它 们 是 Schur MAR HERT ARERR). 当 k > 2 时 , Sg(z) 为 这 
域 z; > 0, i = 1,…,n 上 的 严格 Schur RR 
证 明 注意 到 
OS 
on = Sk_1(T1, ,Ti1) Vi41,°°°, Ln), 
故 当 zi > x, 时 ， 
Skp_1(T1) ,Ti1, Ti Tn) < Sp-1(@1,°°+,£j-1,2541,°°*, Ln), 
m4 zi < zi 时 , 上 式 中 的 不 等 号 反问 . 故 
(zi — z) (OS _ OS; <0. 


“I \ Aa; Ox; J 


88.2 Schur 函数 . 203 . 


由 定理 8.2.6 之 后 的 注 , 知 Sk 为 Schur WAX. 再 由 定理 8.2.5, 可 推 得 > 2 时 的 
严格 Schur 凹 性 . 证 毕 . 


Gl 2.9 7 em a C Rr vr. > u >0 一 1 n W r< utt & 
すん すん 
| E 之 | E 
? 王 1 i=1 


这 是 定理 8.2.11 当天 三 对 时 的 结论 . 这 个 不 等 式 称 为 Schur 不等式 . 
下 面 我 们 不 加 证 明 地 叙述 初等 对 称 函 数 的 其 他 一 些 性 质 . 其 证 明 见 Marshall 和 


Olkin(1979, p.70~80.) 
定理 8.2.12 (1) #2; >0,i=1,---,n E, B(x) = (S(x)! /F 是 增 Schur H 


_ Skla) 
Sr—1(2) 


S 1/p 
kpt2) = (E) 


Æ xi > 0,2 =1,---,n EX Schur H pA ži. 
FEZ RIX 5 的 时 候 我 们 证 明 凸 函数 的 一 个 重要 性 质 一 一 保 序 性 , ‘ETE RP 
讨论 中 将 要 用 到 
定理 8.2.13 对 一 切 定义 在 R EAK g, 则 
Tx y=>(9(71), mee , 9g (zn)) <w (g(y1), mes , g (Yn)). 
证 明 ”充分 性 . 只 需 取 两 个 特殊 凸 函数 gilu) = u 和 go(u) = 一 w 即 可 . 


必要 性 . wep ey rh FH 21 2 4 在 在 k 个 T- 变换 ， AG r= T... Tau 我 位] 
A | ER wv J 


J)? H NZE Vea Hy ます la Y LA~ w “~K ォ ュ 1 が ジ ・ TAI 


知道 , 对 任 一 向 基 , 每 做 一 次 7- 変換 , 最 多 有 两 个 分 其 发 生 改 变 , BOSSE 
传递 性 , 我 们 只 需 对 = 2 进行 证 明 . 


eL Ll -e A fm 41 


当 n = 2 时 , 对 任意 x < y, 必 存 在 ae [0,1], 使 得 


是 Schur 凹 足 数 : 


= 


(8.2.10) 


于 是 由 9 的 凸 性 , 我 们 有 
max{9(Z1)) 9(x2)} 
=max{g(ayı + (1 — a)y2), g((1 — a)yi + ay) } 
<max{ag(y1) + (1 — a)g(y2), (1 一 a)g(y1) + ag(y2)} 


ンー ンー イー/。 NN anlar.) 
NH の たれ の しい の 91) の の 2 リ 了 7・ 
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更 进一步 , 由 g 的 凸 性 及 (8.2.10), 可 得 


Bll (9(z1), g(z2)) <w (9(y1), 9(y2))’. 证 毕 
18.2.8 iXa,yeR",x~<y, ill 
(1) (2 も … っ の) < yt, Ya); 
(2) (al .loal) < (ysl "っ | 


88.3 Hermite K 
我 们 曾经 指出 , 受挫 和 Schur 函数 的 结合 是 导出 不 等 式 的 一 个 重要 工具 , 许多 
常见 ANE ABT IIR 本 书 不 打算 讨论 这 一 方面 的 内 容 , 感 兴趣 的 


该 者 可 了 阅读 Ma all 和 Olkin(1979) th A SE M&Trnaniialitia Thanamsr af Mainarizgatin 


EK TI TJ VY ERK LY “| Olk day ivi 9) ロリ イコ | iil equalities: 4 Cory UL iviajorization 


and its Applications” . 在 本 章 的 后 面 几 节 我 们 将 把 受 控 和 Schur KRUH FE RE 
论 中 一 些 不 等 式 的 推导 . 它们 主要 是 方 阵 的 对 角 元 向 其 、 HEAR RAS RA E 


之 间 的 受 控 关系 . 我 们 先 从 Hermite 阵 开始 . 


定理 8.3.1 设 4= (aij) 为 n xn Hermite KẸ, a = (aQ11,…,Qann) AA 的 对 
角 元 向 量 = (OA A ) 为 4 4 的 特征 值 向 其 . 则 a < A 


プレ 1 =e) A = \ 八 ])， 9 の パ 74 < HJ HL BAIN Se: yr 


A = diag(\1,---,An) (Lie 1.4.1). 注意 到 


aig = 》 2 ター フー DiJ 
q q 


其 中 pij = uiti, H U 是 西 降 可 知 P= (pij) 为 双 随 机 阵 . 于 是 a= Pdr. 利用 定理 
8.1.4 便 有 oc < 入 . 证 毕 . 


ju J 1UT PIAH 2 7 | J と ハ トス 9401 ロリ 
角 元 和 特征 值 的 不 等 式 . 下 面 是 最 常用 的 几 类 . 
推论 8.3.1 ig A= (aij) 为 nxn Hermite 阵 . Ar,…・,A。 为 其 特征 值 . 则 对 任 


意 定义 在 ERKA 8, 有 


> B(aii) < >_ $i). 


2 一 


トー 


证 明 由 定理 8.3.1 和 推论 8.2.3 立 得 本 推论 . 
推论 8.3.2 te A X nxn SEF Hermite KE, Sk AMSA. Ml 
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8.3.1 和 定理 8.2.11 立 得 所 要 结论 . 


MM 83.3 证 明 过 的 Hadamard 不等式 . 此 处 它们 可 以 作为 (8.3.1) 中 
推论 8.3.3(Hadamard 不 等 式 ) 


+ 


(1) 设 A X n xn EX Hermite $ 


?一 1 j=1 
证 明 在 (8.3.1) 中 , k = n 即 得 (1), 对 44* 应 用 (8.3.1) 中 k= n, 即 得 (2) 
推论 8.3.4 WA X nxn 正定 Hermite KE, WX MEX PKR Sk, 有 
5 (11 , Onn) On— 1(@11,° i -,; Ann) ーー 
5 ヵ (A1」…・。 An) a 5 ヵ ー1( 和 1 」・ … A) a 
S1(@11,°+*;@nn) 


PSOne An) 
结论 可 直接 从 定理 8.3.1 及 定理 8.2.12(2) 推出 . 
定理 8.3.1 的 道 定理 也 成 立 . 为 了 证 明 这 个 事实 , 我 们 先 证 明 如 下 两 个 引 理 . 


lH Qo21 给 定 两 组 实数 cl , £n \ .. YX yee | 
O.J.L AAE PY SRR C1 On—1 TH 人 1 Ans AAE 


以 An An 为 特征 值 , 其 中 4。 = diag(er,-++,en—1), b H (n— 1) x 1 实 向 量 
正明 ”应 用 引 理 3.2.1(3) 知 , 4 的 特征 方程 为 


det(AI, — A) = det(AIn_1 — Ac)(A — d — b'(AIn—1 — Ac)~*b) 


n—1 n—1 p2 
= 站 -e) (,—a- ーー ] = (8.3.2) 
i=1 \ jay “EOS 
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因为 Ai, °° An 和 C1,°°*,Cn—-1 都 是 给 定 的 , 所 以 我 们 的 问题 是 选择 ! = 一 (bı, ーー >, bn—1)’ 


id 
n n— l1 
fA) = [a-a 9A) = a-c) 
?一 工 i=l 
先 设 C1,°°*,Cn-1 aR, 则 有 
プー TS OS] 去 ea) loa 
fA) — 9(2) [A+ 2_ ニー フレ ント デモ フレ ラー ザー (9-9-9) 
L i=1 J ter 2 NO 


0, kA 


n 一 1 次 多 项 式 , 所 以 (8.3.3) 对 一 切 入 成立. 于 是 


f(A) = 9g(》) pas + Sa- 2 十 > feu (8.3.4) 


— ent 
因为 
f (ck) = (—1)* II lg — Cyl, 
7 二 1 
n—l 
g (ce) = (-1)** | | lc — cl # 0, 
zi 

故 f(ck) 与 の (cx) FS. A 

~ ー げ (cr ) レー ーー 

br = 一 一 一 一 ， k=1,---,n-—-1, (8.3.9) 

g (Ck) 
n n— i1 
d= 》 Nj— c. (8.3.6) 
j=l j=l 

于 是 由 f(A) 的 定义 及 (8.3.4), (8.3.5) 和 (8.3.6) 得 

£/\ O ETA VY Aatf\T — A\ 

JKA) 一 1\ 个 リー UCLA イ ュ ユリ ・ 

i=l 

bitHH 7 \ 4 wees 
IAAL AE j AL; An ブリ A BYTY ULIB 


88.3 Hermite K - 207 - 


F cl ,cn 不 是 互 异 的 . 我 们 考虑 最 简单 情况 , 即 其 中 只 有 两 个 ci 是 相等 的 . 
不 妨 设 C1 = C2, 注意 在 此 情 況 下 C1 = 入 2 = C2. Fill BR 入 2 和 C2 対 A1, As,・ ° -An 和 
€1,03,°°*,Cn-1 应 用 前 面 的 方法 ， 可 构造 出 n— i BY SE XT PR RE 


- ( 4 5 
A= _ ~ |, 
\ di] 


8 
| 
に 


最 后 , 定义 n x n 实 对 称 阵 


其 中 A = diag(c1, co, es … ,cn_1), の = (b1,0,b3,.. ・, bn-1), 


n n—l1 
d=d= 》_ 4-Yig 
j=l j=l 


因 入 2 = C2, 所 以 4 的 特征 值 为 入 1 入 2， a) An: 从 上 面 的 讨论 ， 容易 知道 对 于 有 多 个 
ci 相等 时 4 的 构造 方法 . 引 理 证 毕 . 


A on r aN 


引 理 8.3.2 Wa2,yeD,a~<y. 则 存在 c1,…,cn_1, 使 得 
Yı È C1 È Y2 È C2 2 -+ Z Cn-1 2 Yn, 


H T< C, 这 里 t= (£1, ° ーッ 2n—1)', c= (c1,° ° `, C ぁ ー1) ・ 
正明 ”当即 = 2 时 , 结论 显然 成 立 . 以下 優 役 > 3. 记 


( a 1 ) 
S= 2 > と R 1,55 > YW > > > > 2 1 | 
) a= Lt Yr Ai Z yo Z 々 2 ニー エン 9 の プレ ンマ 7 や 7 Ajrt = 4; “< 
\ j=1 j=1 J 
不 难 验证 , S 是 一 个 有 界 闭 凸 集 . 记 
n— i1 n— l1 
m*t — mar MN, a — m 
It — AR の し の ih, = I Hn Le 
1=1 i=1 
显然 m* 在 a= Y 一 (yı Yn-1) 达到 BM, JE z = 0 = (01, ,On—1) 处 达到 
因为 
n—i n—1 


トウ 

又 
$W 
GO 
{ik 
KK 
HY 


厂 能 证 明 
7 一 
>》 > My, (8.3.7) 
1 二 1 
则 存在 a € [0,1], 使 得 
一 1 
am* + (1 — a\m — Vi» 
Wire T いよ Uh JPEGs LZ? 
?一 工 
Wc=ayt+(1-—a)é, AS 的 凸 性 知 , ce 9, H 
i nol 
y Ci 一 > Ly 
と ーー ニブ ーー 


因 面 有 え っ ス c. 
现在 证 明 (8.3.7). 因 9 e S, 故 有 
0; = Yi4+1; ? = 1l,---,n—-1, (8.3.8) 
i i 
NOA. > NN ~. メー 1 n—] 7Q 2 0) 
L I ン ン Za I) & as 9 FU iL 人 Ce/ 
j=l j=l 
因为 对 On— 1 的 限制 仅仅 是 Yn— 1 之 On_1 之 Yn; 由 在 6 处 达到 极 小 值 知 ， On 1 = Yn. 
Ee (22 0)\ 中 对 所 有 i 1 1 AO gts me vy テー ーー bb ジテ wy 
AAL (0-0-9) CANA ' dyer yb hy SF サ ィ サイ ドル 人 た) AY AE XA {= 0, AINTAS AY KE XS 
( ) 
l=maxdi: 4 6;= z, i=l 2 一 2\. 
ノレ フー レプ 2 の) 
し a’ 各 J 
当然 有 0 过 1 <n-2. 另外 我 们 断言 
Oi = Yi+1, 対 一 切 i e {l +1,---,n- 1}. (8.3.10) 
star +k 3B (22910) 不成立 Mr kbc S141 ゎぁ この 1) HO, sa, He 
FN +) A CLO 8 AU) MIN-L; SITAE RGC yb T 4, 5 fb áj. IS Yk ご Ykil: HWX 
f 。 \ 
| ? | 
e=min{ X 06;—) 2;:1€{k4+1 n—2}5>0 
Law マ Lad 2 
eee j 


Yk+1 S Ôk — Ô < Ok. 
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易 見 , 9 c S, 但 有 


7 一 1 n— ] 
Na Na. 
m, = DH = 20t yt 
i=1 i<l i=l+1 
n—l 
cc て aana a 
=》 zi+ 》 yin (由 (8.3.10) 及 1 之 定义 ) 


i<l 2 一 /十 2 
7 一 
< a+) Ti ( 由 と の ) 
Ld Ld ~ “ 
i<l ? 王 ! 十 1 
n—1 
4 ws 
i=1 


(8.3.7) 得 证 . 引 理 证 毕 . 


-Tt fr ee rm A FE. yaa > iTT 


现在 我 们 证 明定 理 8.3.1 的 逆 定理 


定理 8.3.2 设 a, 和 eR", 且 a<A. 则 存在 实 对 称 扩 阵 ) A, 它 以 a 为 对 角 元 
句 量 , 以 为 特征 值 向 基 . 


1 4 i3 HL pra |" 


证 明 用 归纳 法 来 证 明 . 4 n = 1 时 , 定理 自然 成 立 . 現役 定理 対 ヵ ー1 成立 . 
不 失 一 般 性 , 设 a = ou an) € D, A= (`, Any ED, a < 和. 由 引 理 8.3.2 


fen 2 i+ 4H 


AH, 存在 c == (ci,・ ) Cn— 1) , 使 得 


Ay 201 È A2 È C2 È +o SCp-1 


WV 


Àn, 


H à< c, xt#a= (a&i, , Qn—1). 应 用 归纳 假设 ， 存在 n 一 1 防 笑 対称 降 4, 使 得 
A, 以 & AX ATC, 以 e 为 特征 值 癌 量 . 同时 由 定理 1.3.1 知 , 存在 % — 1 阶 正 交 
阵 Q, 使 Aj 一 の ⑦/。 の 7. 其 中 De 一 diag(c1, s. , Cn—1). 


应 用 引 理 8.3.1, RITE n 阶 实 对 称 阵 
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最 后 定义 4 为 
O 0 \ / の 5 \ / の b \ 


(5 Thy a} 。 ')- (28 a) 


I te Pore ble» P . 


显然 4 与 4 相似 , 所 以 4 TEI HL OD. 因 A 以 4= (a1,…,an-1) AX 
角 元 向 量 , 又 d= az, 所 以 4 的 对 角 元 向 基 为 a 定理 证 毕 . 
下面 的 定理 建立 了 Hermite 阵 的 特征 值 向 基 与 主子 阵 的 特征 值 向 其 之 间 的 受 


ph 


定理 8.3.3 ig A H n xn Hermite E, 分 块 为 


A= | Ai, Ar | 
Agi Áz 
\ / 


其 中 Ai) 和 Aco 分 别 为 r+ xr 和 (nn 一 7) x (2ー7) AWE. 则 


< 


4 


{ An) \ 
A( A22) | 


其 中 AA) 表示 4 的 特征 值 组 成 的 n x 1 向 基 . 
证 明 设 al ,ar 和 G1,--+, Bn—r 分 别 为 Aii 和 Ago 的 特征 值 . w 


< (A), 


An = diagl/ NR. ー \ 
446 MiB M1» ) NNT) 
由 定理 1.4.1 知 , 存在 西 降 U 和 Uz, 使 得 
I*A U, =A U* 4557。 = Ág. 
“il livl a) を アア ムン タン p 
w T = diag/7/ Tay TW 
* ン MAGE LY Ly VY Z)9 INI 
Ao M 
U* AU ) 
* Ap 
\ “Py 


其 中 M = US Ai2U 2, 注意 到 Q1 Qr; Or 为 U* AU 的 对 角 元 . 由 定理 
8.3.1 得 


\ 
) =(Q1,°°+, Or, Bises Bn—1)’ < A(U* AU) 
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证 毕 . 
下 一 个 定理 是 定理 8.3.3 的 进一步 推广 , 为 了 证 明 它 , 我 们 需要 如 下 引 理 . 


TE り ダ エー: い k 
引 理 8.3.3 ił A X n xn Hermite KẸ, al > > an 为 其 特征 值 . 记 


-ge 


WW gx(4) 为 4 的 种 函数 BA) 为 人 
这 里 BWA n xn Hermite KẸ, 0 € cp K w 


则 当 s > 0 充分 小 时 , 4 > 0, B > 0. 由 推论 3.9.1, 有 


[I (0A + ( 1 — 0) B > [[(1 +a)? (1 + eB;) ¢ OS9S く 1. 
ixk 


AW 94 十 (1 の =7+E( の 4 十 (1 一 の ぢ ), 上 式 即 为 


将 上 上 式 两 边 展 成 g 的 多項式 , 并 将 e 的 高 于 一 次 的 项 合并 , 得 到 


1+Ee》， yi + の (7) > 14065) Qs +(1- の g〉_ Bi + O(e7), 


ーー > 2 I. 
t=K i=k tn 


等 价 地 


he = 0, EA 
gn (OA + (1 — @)B) > O94(A) + (1 — @) gx (B). 
这 就 证 明了 (4) 的 凹 性 . 
再 利用 he (A) = 一 gn-_x+1( 一 4), 便 可 推 出 (4) 的 凸 性 . 引 理 证 毕 . 
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注 1 Halak 1, パニ A1(4) 是 4 的 凸 函数 . 即 设 A4 和 B 为 两 个 n 阶 Hermite 


MN(9A+(1-0B) < の 1(4) + (1 一 の Ah( ぢ ). 
定理 8.3.4 役 4 如 定理 8.3.3, ic 
Ay, 6A 
Ag = ( H = ] 0 c [0,1], 
\ 7451 422 / 


RI 和 (46,) < 和 ( 46) 0 ぐ の ぐ の 。 く 1. E 
证 明 ”因为 我 们 可 把 A MM 4 来 讨论 ， HR 需 对 9。 = 1 证 明 本 定理 , 即 证 
明 AX(4。) < A(A), 其 中 0< 
因 4。=94 十 (1 一 do, 0 € [0,1], 利用 引 理 8.3.3 中 hx(4) 的 凸 性 , 得 


Yo < DA + (1 -OS (do) (8.3.11) 
但 从 定理 8.3.3, 我 们 有 \(Ao) < A(A), 因而 
| ZD < DN 
代入 (8.3.11) 得 
> X(4。) < <2, ri 


即 我 们 证 明了 X(4。) < ACA). WER. 
注 2 当 0=0.0=1 此 定理 变 为 定理 8. 


ハーレー オビ ュ と EL Ls 我 们 讨论 涉及 两 个 和 个 加 
AE IA MAY BRO ARPT, THOU PEY APY I Hermite <L A IFICE PH Be UU 
ELZ 
JLN ZI: 
定理 8.3.5 BAA BAMA nxn “iE Hermite K, 则 
(> (MX4+ \ 
\ い ®/ 、 ) 
证 明 因为 4 和 B 皆 为 半 正 定 Hermite 阵 , 由 定理 1.4.2 知 , FE n WIE P 
kK N^ 2 4 DD* R_NN* (DN W AtR~Oo* H 
-J PP) KIF ASII D= Y L YT U wj 个 TH VY» エエ 


g 
wo / PP PR \ a, 
\ J 


QP QQ 


S8.3 Hermite K .213 . 
eee S ZO 


应 用 定理 8.3.3, 得 


/ APP) \ 
| < A(D). 
\ AQ) / 
但 A(P*P) = ACA), A(Q*Q) = A(B), 
A(A + B 
A(D) = X(C*C) = | (A+B) ) 
0 
\ / 
定理 8.3.6 ix A 和 B 为 两 个 n 阶 Hermite M. 记 A (A) > .> \n(A), 
Ai(B) ラー・ > An(B ) 为 它们 的 特征 值 则 
(At oo CAY NI /Q 9.19) 
AA T D) て AUI T AWD) (5.9.14) 


证 明 ”应 用 定理 6.6.1, 有 


> Ai(4 二 B) = max, trX*(A + B)X 


て アッ A tr 


= max [tx AX + trX*BX] 


ー xx X= 

< max trX*AX + max trx*BX 
x* メニ ムル X*X=I;, 

= Su の  A( ぢ )]. 
i=l 


我 们 得 到 如 下 推论 
HEA らら の A A My. TT Re A A Fae 
TETE 5.9.9 WA An Xn Hermite HF, C = A + bd*, 中 5 为 n x1 复 向 量 . 
d(C) < 1 (A) + b*b, 25(4),…」 An (AY)! (8.3.13) 
TB Q 9 »/T... rT_rm WA BY Fo oe ee pe,  - 
正二 8.3.7( ド an-Hoffman PA) 设 A 为 nxn 半 正 定 阵 , 则 对 任意 西 和 矩阵 U 


MA — I) <w MA—U)<AA+T). (8.3.14) 
ゃ に 日 日 eS Mm Dan EA TI 
Wee Ju Fan 和 Hoffman(1955) BY Marshall Al Olkin(1979) p. 266. 
Wang Boying, Xi Boyan 和 Zhang Fuzhen (1999) 指出 对 一 般 形 式 


\(A — B) <w (A — BU) < (A+B) (8.3.15) 
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FY MIL, 这 里 BA nx n 半 正 定 阵 . 如 令 
/ _ AN / \ / ~ -N 
fo 2) し fil 2) し (0 
A= ` D = 9 U = 9 
hoa} デュ ナー いい 
My A (A — B) = 4 > A (A - BU) = 3.6226. 但 去 掉 其 中 间 项 后 , (8.3.15) 成立 , 即 如 
\ J a よい J j—= eA IT FS J OI YN \ J} IN 3 へ 


在 上 节 , 我 们 对 Hermite 降 , 建立 了 対 角 元 向 量 和 特 征 信 向 量 之 同 的 受 控 夫 系 . 
但 对 于 一 般 复 方 阵 , 因为 它 的 对 角 元 和 特征 值 一 般 都 是 复数 , 所 以 在 研究 受 控 关系 


E ke Ah AH vbe THE oN] 
时 转 而 考虑 它们 的 实 部 或 模 组 成 的 [ia] E. ot PRAY ze, AJ) KE EE 0.0.1 的 结果 ， 把 A 换 成 


ARAT E, a, A 换 成 它们 的 实 部 组 成 的 向 基 , 相应 的 受 控 关系 并 不 成 立 . 一 个 简 


(人 


ZJ コマ 
1 
ー で 1 _。 | | ,上 上- 
uw 


い 1 -2} \ 0 l= J \ lb —2 |] 
A 的 两 个 特性 什 为 1 十 i 和 1 一 i, 故 (Redi, Reda) = (1,1). 而 (Rea ;, Reaz2) = 


3 \ m FA 用 奇异 值 代 替 特 征 1 Tops 
(5 3 , 有 (ReA1, Redz)’ < (Rea, Reaz2). 如 果 用 奇异 值 代替 特征 值 , 我 们 可 以 有 
下 列 的 受 控 关 系 
~ / A i A とか と ーー ヒコ た ビ 
W 01(A) 2 os(4) ラー クタ on(A) 为 4 的 可 开 但 . 
Fig TH OA 1 LL A __ ff. \ a weet 3a 
wie 8.4.1 wA=(aij) nxn RAS. Ww 


Re(a) = (Rear, +, Reann)', 
o(A) = (gi(4),… ,on(A))’, 
lal = (len, |nn|)’. 


则 
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Qii = 》 Uig¥j305(A) 
7 
于 是 
tn コン NO la. (A) MV, lA) QAD) 
[Xii] SD Wag Vig OA) = 2 Puj), (0.4.4) 
J J 
其 中 Pij = ez 定义 P= (Pij), 则 P 为 次 双 随 机 阵 . WwW 
[asi 
Ci ”二 一 9 一 l, ° ) NN, 
X Pija; (4) 
Lad * SS 
J 
则 0 Sci < 1,2: = 1 っ 5 74. 再 命 Ae = diag(ci,-:-, Cn). 则 由 (8.4.2) 得 lel 一 
pD ー/ 4\ H AL DA YF JOSE RA r,- TH o -I 4\ how bot | y 
t dicU Maij. MEMS 4 fle AJIN PATU ULF. 出先 年 の: 1.6 得 la <w CLA). JIAALUEHA J 


(8.4.1) 的 第 二 个 关系 . 第 一 个 受 控 关 系 是 显然 的 , 定理 证 毕 . 
根据 奇异 值 的 定义 , Hermite 阵 的 奇异 值 等 于 其 特征 值 的 绝对 值 ， 对 于 一 般 复 


i Bn y sa | Fr ee” D rf ーー 


方 降 , 当然 这 个 结论 并 不 成 立 , 然而 我 们 有 如 下 结果 . 
定理 8.4.2 设 A 为 nxn 复方 阵 , 其 特征 值 按 它们 的 模 做 递减 排列 : |A (A)| 


~ >T (AVN Mi 
= = [An ij Ai 
k k 
TY TT 7 
[LAAI < [oc4), &=1,---,n-1, (8.4.3) 
i=1 i=1 
n n 
TD:CA =— TTA) (8 4 A) 
| A | つが ハブ / (Ser x} 
i=1 2 二 1 
当 |An(A)| > 0 BY, 上 两 式 等 价 于 
/1 IN / ANI 1 |I\ Z ANIV /1 / AN 1 / ANNI ro Aw 
(log |A1(A)}, «++, log |An(A)}) < (log oi1(A), ++, log on(A)) (8.4.5) 
证 明 设 z 为 4 的 对 应 于 特征 值 i(4) 的 单位 特征 向 量 , 于 是 Ar = lAr 
UL J TA A ロリ パロ コア た J Jobe Li) ロリー イー ATTY Hey Sey J AC 1 \ 4a jw 
应 用 定理 4.1.1, 
1 / ari? fa 7 AN ww ww ン fax ヽ の / AN 
IA1(4) = Ai(4)A1(4) = 2* A* Az < à (A*A) = の (4), 
Bp 
A (A)| > び i(4) (8.4.6) 


记 4 表示 4 的 第 k 次 复合 (关于 “复合 ”的 定义 及 性 质 见 本 章 末 的 附录 ). 
对 A( 应 用 (8.4.6) 得 
A) < o1(A®). (8.4.7) 
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Jli), ルー l, aTh. 
?一 1 
结合 (8.4.7), 定理 得 证 . 
bA O A 1 マー トナ アイ ate WA Ag et 4 te 
TELE O-&1L JIC Tb Py] AZ JI EP A, “A 
(1Y (IM. fA. I. (AN) (rr. (4 ~ (AV 
ハエ ハエ ミア | リブ Nw ピエ ユエ) 5 7 イブキ リ ナ 5 
(2) (AA A (APY <w (03(A), RDN. 
正明 (1) 对 (8.4.5) 应 用 定理 8.2.13, 取 9(z) = e7, 便 得 欲 证 ; 将 (1) 与 例 


QA 9fGI いい IT. 7, VWA E tE A / \ 一 と 
JEE O-4.4\ O0CriUI ) | 工 LP) AL SI PF AS (Qij), “Fl 
n n 
DAOP < >》 Jay? = trAA* = 》 Xi(449) 
?一 工 tj i=1 


这 是 推论 8.4.1 的 直接 结果 . 该 事实 我 们 在 84.7 用 另外 的 方法 证 明 过 ( 见 推论 
4.7.1). 


我 们 用 o(A) 表示 方 阵 4 的 奇异 值 组 成 的 向 基 . 约定 gi(4) > ・ 


ーー A J 
+ o0(B) = 


V\44) 


= (01 (A) + oi( ぢ ),・ ' っ の ヵ (4) 十 o。( ぢ )) 


下 面 的 定理 建立 了 两 个 复方 阵 的 奇异 值 向 基 与 它们 之 和 的 奇异 值 向 其 之 间 的 
受 控 关系 . 


定理 8.4.3 ” 设 4 和 B 为 两 个 复方 阵 , 则 


o(A+B) <w o(A) + Z( ぢ ). 


应 用 定理 8.3.6, 得 


\(A + B) < \(A) + A(B). (8.4.8) 
注意 到 4 的 非 零 特征 值 是 4 的 非 零 奇异 值 及 它们 的 相反 数 , 所 以 从 (8.4.8) 即 得 
o(A + B) <w o(A) + 0(B). 证 毕 . 


推论 8.4.3 ”对 任意 复方 阵 4 和 B, 有 


o (A + B) < び i( 4) 二 gi ( ぢ ). 


88.5 ”复方 阵 的 Hermite 部 分 ・217 . 


复方 阵 的 Hermite 787 
设 4 为 一 复方 阵 , 方 阵 | 
H= Lia + A”) 
PAD プ 
称 为 4 的 Hermite 部 分 . 当然 万 的 特征 值 都 是 实数 . 本 节 给 出 万 , 4 及 44* 特征 


值 之 MORERA 


(ReA (A), , ReA。(4)) < (à (H), , An (BH)). 

证 明 根据 Schur 三 角 化 定理 (見 定理 1.5.7), A = ULU*, 这 里 UU 为 nxn E 
KA 二 人 日 — A/A) —1... LT Gee se A AEA Ao 
Me, LA ROAM, H lu = 和 i(4),i = 1,---,n. BI H WIFE A WIFI 
部 都 按 递减 排列 

à (H) > > 入 n(H), 
Rea, (A) 2°. > ReAn (A), 
weet eet な 
IKIE SE 0.0.1, A 
k 
> AN(H)= max trX*HX 
i X*X=Ik 
1 二 1 
= max trX*U (2+* ] の x 
L+L*\( Ik 
> tr( な 0 | 
r(7z0) 5 ) | 0 ) 
k 一 一 た 
əN’ lii + 22 ND /A\ 
= デラ 一 っ = 》 KeAz(4) 
1=1 “ 2 二 1 
BA ATA ue. 
推论 8.5.1 对 任意 复方 阵 A, 记 和 (4) 为 其 任 一 特征 值 , 则 
A+ A*` 
ReA(A) < Xi ( + ) | 


(Rez1,:…:, Rezn) < (a1,+++, Qn)’, 
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则 存在 n 阶 复方 阵 A, 以 z1,… 


) An 


,zn 为 特征 值 , 同时 它 的 Hermite 部 分 以 at) … 
为 特征 值 . 
证 明 根据 定理 8.3.2, 知 存在 实 对 称 阵 B, 以 Rezi,…, Rezn WA fat, VA 以 
Q1,… ,Qn 为 特征 值 . 由 定理 1.3.1, 又 存在 正 交 降 Q, 使 得 Q'BQ = Aa, 其 中 Aa 
diag(o e an. E L= (L>) R= Ak xE 
DA 人) EN XK £1 WV27 ブ ノ プリ 上 一 站 AO 
| Zis t = j, 
l.. 一 ob aN 2 Hrh; 4-1 nn 
vij = 4065; >j, APIS, n. 
| 
(0, 2 < 7. 


显然 , = Ai(L) = 4(Q’LQ). EX A= 


A+A* _,f{L+L*\ 
2  *\ 2) 


于 是 这 样 定义 4 就 是 所 需 的 方 阵 . 证 毕 . 


$8.6 


设 4 为 任 一 n xn 复方 阵 , 记 ci(4) > 


Q'LQ, I 


Aa Me Fe AR 
2 On(A) 为 其 奇异 值 . 


定理 8.6.1 HARB H nxn KH, Bl 
。 
| [oi:(4B) sz(4) み (8)。 k=1,---,n-1, 
2 二 1 ?一 工 
oil AB) = | | 0;(A)o;(B) 
1=1 i=1 
当 on(4B) > 0 时 , 等 价 地 
(log 7,(AB),---,logo,(AB))’ < (log 01 (A) + logo, (B),---,logon(A) + logon(B)). 


ki 
ie 
Q0 
(ep) 
v 
D 
E 
Ww 
SE 、 
ご 


Ynxn 半 正定 Hermite KE, 则 


ーー 


§8.6 EERE 
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ア \ 


证 明 由 推论 4.6.3, 得 
Ai (AB) < àı(4)àı (B). 
次 复合 


Alk) 和 BOY) 因为 


と 3 


(見 定理 8.9.1), 利用 (8.6.4), 我 们 有 


A ((AB))) < A (AM), (BO) 
A ~ 1 よき J 
注意 到 
// arf by vr a 7 
AUA) Y) = | PALA), 
i=l 


(\ fARY\ _ \ ア 4 お いい / IN LAN CPV * SAN / NN 
AD An(AD)) S MLAJ), a Anl AJAn D)) 
St rh (8.6.3) エロ esr (8.2.13) キー 上 マテ Fh 11 
“AGH 9-0.9) THAE JE (0.4.19) H.T TEDO. 


< (log A1 (A) + log 1 (B), +- 


,log Àn (A) + log An (B))’. 


(8.6.3) 


(8.6.4) 


一 ~ 
QO 
D 
ao | 

ee’ 


A 
vE 
最 后 , 我 们 证 明 两 个 关于 4 B 的 者 干 个 特征 值 之 和 的 一 个 不 等 式 . 


定理 8.6.3 设 4 和 B 为 两 个 nxn “ER Hermite K, 则 


> ri(A)An—i41(B) < ` Ai(AB) < ` Ai(4)à: (B). 
i=l i=1 i=l 


+- p | 


证 明 右辺 的 不等式 由 推 珍 8.6.1 直接 推 得 . 下 证 左边 不 等 式 . 


个 全 ARES, TR A ATP, 没 4 = 4 = 


TT As 了 _ 
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> 》 Xi(4)Xn-iri(B) 


1 二 1 


后 一 个 不 等 号 是 由 于 Neuman 不等式 (定理 4.6.1). 定理 证 毕 . 


下 面 的 定理 是 定理 8.6.3 的 进一步 改进 ， と Wang Boying ( 王 伯 英 ) 和 Fuzhen 
Zhang( 张 福 基 )(1992) 证 明 的 . 
定理 8.6.4 KAM BAnxn XE Hermite K. M 
k k 
> An (AB) > > Au (A)An-t+1 (B) lg&i<.<ir gn 
t=1 t=1 


应 用 引 理 4.4.1, 得 


k 
S >A; (B) = max min trU*BU, 
ーー “i „ U*USIk 
=i < Eyes, 
因而 
k 
3 ri,(AB) = 2_ Ài (AŻ BAM?) 
人 一 
= max e TE, trU* Al/? BAM2U. (8.6.6) 
a ~oa A bhabe UAN ~S \ /A\ GA HE IF ARAL EAE ml te 
W P1, Pn AA iM -和 (A) ラー D> An(A) WEE HITNE H E, 


St = Mlp piu), 显然 SLC て Sk. 利用 上 一 定理 , 我 们 有 


trU* AM? BAU =trBAY の U* Al/2 


> > \n—iti1(B)Ai(U* AU) 


88.7 Log- 弱 受 控 不 等 式 . 221 . 


SEAN. (or ny 4B 
> ロロ (0.0.0) 4 
k k 
3 Ais (AB) > min Mn_iti(B)A (U* AU) (8.6.7) 
— U*U=Ięk ーー \ / Veet) 
= i= 


选 Ot4+1,°°° Git に St, 使 得 U1,°°°, Ut, の 2 二 1)・*・ ; Gis 为 St 的 一 组 标准 正 交 基 . w 


Ui = (1,・ Ut), G 一 (の み +1, “ee Jia), Pi, = ( の 1, ーー Pi), 则 存在 Ut x 2t 的 西 隆 W, 
ik 78 
IL F 

(TT |: OA — æ. W (oe ON 

1 ワー VV (0.0.0) 
FITIR U = (U1 : U2). 注意 到 UT AU, 是 U*AU 的 主子 式 , 故 应 用 Sturm 定理 ( 定 
理 4.5.1), 得 

(0C*40) > NAD), t=1,...,k. 

万 一 方面 , 因为 


Ux U*AU, U*AG 
© 14 の: の =| a 
er G*AU, G*AG 


同样 , 由 Sturm 定理 , 并 利用 (8.6.8), 得 


Toys 
Az(UZ AU) > ri, a A(U, : G) 


=; .(W* の 7 Ad. W) 


Li Ei 


代入 (8.6.7), 定理 得 证 . 
推论 8.6.2 KAM BAnxn BK, I 


在 研究 复 矩阵 时 , 我 们 涉及 到 许多 关于 特征 值 和 奇异 值 的 积 形式 的 不 等 式 , 如 


本 章 88.4 和 88.6 所 见 . 可 以 看 出 采用 定义 8.1.1 来 描述 这 种 受 控 关系 Bes 


ve ZVA AIS TTS ペー ブー Yett AW TALIS TT 爱 控 关系 ， ルリ LUTEAL 
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R, 本 节 我 们 将 介绍 另 一 种 受 控 概 念 ，Log- 弱 受 控 以 及 一 些 重要 的 Log- 弱 受 控 不 
FA- 


定义 8.7.1 设 对 TAMA r = (z1, En)’, y = (yı, Yny, 其 中 
> 0, Yi 2 0, H z1, 2- Zp, Y > Yn, A 
k k 
TT fo me ュ ュ 
LL S {v K=1, ; 7 (S./.1) 
i=1 ? 王 1 


『 | 


WK z Log- 55 SRF y, 记 作 log x <。 logy. 44 k=n iy, 上 式 等 号 成立 , 即 


Ta <Tiy (8.7.2) 
1 る N J?) \ / 
i=1 ?一 | 
NRE r Too. ERSE a TOME lac r < loon 
AVIV BY BMH MJ J Y; KUIF tvga NAM Of y. 
对 任意 复 矩 阵 A, BE AL(A),---,An(A) 和 gi(4) > … > on(4) 分 别 为 4 的 特 
征 值 和 奇异 值 , 其 特征 值 按 它们 的 模 作 递减 排列 AI> >… > [An], TE 
MA) = (Ar(4,…,A。(4)) 
IALA — (IX.( AD . Id (AVY 
1744) ULU’) A Ap 
o(A) = (o (A) g (AY 
イィ / ES チル 9 NS) 5 
我 们 可 得 到 下 列 不 等 式 . 


定理 8.7.1 BA BRAC HAnxn, mxn M mxm BRE, r(B) =r, H 
は で <) 
> 0, 
B* C 


<w log p, 


AT, 

ww 
“ee” 
~~ 
OD 
一 
Co 
Ns 


log a 
这 里 H = (ee Hn}, 其 中 


ーー max{Ai(A),A(C)}, . 右 i gr 
"Uo 其 他 


证 明 当 B=O 时, 显然 成 立 , 下面 我 们 假设 B #0. X} B 进行 奇异 值 分 解 得 


B= UDV* 


VY Y 9 
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(B)), U M V 分 别 为 m xr Al nx r 的 矩阵 , BE 


其 中 D = diag(c( ぢ ),…・,o 
U*U = V*V =1,. 因此 
,)- (7 D ) 

>0, 


eae: a D ro 


k MIRY ETK, 0 <r, 我 们 有 


取 每 个 子 块 的 
( (の 4 Dk No 
\ (の )。 (CV*CV), | 
k jk / 
对 每 个 子 块 求 行列 式 得 到 
\(D)x| < (の *4 の (Cr*o の | (8.7.4) 
即 対 任意 k(0 < kk <r), 有 
k k 
TT 42/ p、 一 TT \、f /77* ArT), NA イル レネ \ 
SL 40K] ALY OV jk]: 
i=1 i=l ′ 
由 Poincare 分 高 定理 (定理 4.6.1), 立 得 
k k 
[Toit <TD (AN(C) < Te (8.7.5) 
2 一 1 i=l 
定理 证 毕 . 
BLA 和 B X n PERRE, z 为 任意 复数 , N 
(8.7.6) 


推论 8.7.1 


证 昌 

/ 4+lzlB A+zB \ 
| | T | >0 
\ A+z*B 4TlzlB/ … 
\ < 

由 定理 8.7.1 立 得 上 式 的 第 二 不 不等式 . 关于 第 一 个 不 等 式 的 证 明 参 见 Zhan(2000). 

推论 证 毕 . 

E (8.7.6) PIR z = 1, 便 得 不 等 式 

(8.7.7) 


log 和 (A — B) <。 log 和 (A + B). 


推论 8.7.2(Weyl 不等式 ) ”对 任意 的 n 阶 复 矩 阵 A, 都 有 


|A(A)| < log o(A). 


log |A(A 
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正明 注意 到 


/ (44*)72 A \ 
= 0, 
\ A* (A* AY1/2 J 
\ > \< 44) / 
推论 证 毕 . 
注 rh loor <. log EU p a Ti Bhatia(1997. p.42) AW. 本 节 得 到 的 
(m HIJ 4 wv 40 ユン らら yY IH. w WY) 4 \ Ik アー aruy) “1 iY N IRY 


一 个 以 随机 变量 为 元 素 的 矩阵 称 为 随机 矩阵 ， 如 果 它 只 有 一 行 或 一 列 , 则 称 为 
随机 向 量 , 本 节 讨论 与 随机 矩阵 有 关 的 一 些 受 控 关 系 . 


在 涉及 随机 性 的 自然 科学 及 社会 科学 领域 中 , 一 类 重要 的 随机 矩阵 来 自 于 随机 
向 量 的 协 方差 阵 和 相关 阵 的 估计， 假设 了 为 px1 的 随机 [ta] Ee, 均值 w= BX. X 


的 方差 一 协 方差 阵 (通常 简称 为 协 方差 阵 ) 和 相关 阵 分 别 定义 为 
cov(X) = E(X — W(X — 4} È E = (0c)pxp, 


当 我 们 有 了 样本 X, n 之 后 , 就 可 以 对 LV A PE a RATT 
_- ] ご ーー ーー 
タニー 》 (X;,-X)(X;-—XY = (0;;) 
n, Ld ` ZN A \ J 
t=] 
I ーー (fij), 
+H ch 
FET 
X = 一 Xi, Fij 一 ーーー ディ ェ 
n i=1 Oii jj 
容易 看 到 , E M REO, 在 应 用 上 , 最 重要 的 情形 是 , X1,… ,Xn 为 来 自 
LR- -r a RAT/ x) 的 简单 随机 样本 Wat ~~ fF tr AML ， y n P AA 
P HÆLE He LV (H, A) HJ FARD IFA, HLA, A, a TH エブリ ガリ ノリ P FH £ FY TA 


大 似 然 佑 辻 , 且 当 ぁ >p 時 め 和 7 ア AEE (以 概率 为 1). 于 是 随机 阵 LAP H 
正定 的 实 对 称 阵 EER IIAIR 一 类 随机 阵 的 特征 值 往往 特别 感 

本 节 的 讨论 略 一 般 一 些 , 我 们 将 研究 正定 的 Hermite 随机 阵 的 特征 值 . 先 证 明 
几 个 引 理 . 


引 理 8.8.1(Jen sen 不 : 


| ウル ピナ アマ 


et 


88.8“ 随 机 和 矩阵 ・225 ・ 


正明 因 4 为 连续 凸 函数 , 故 对 任意 固定 的 Xo es R” 和 一 切 XX€ R", 有 


其 中 c 为 不 依赖 于 和 的 xl 常数 向 量 (对 n= 1 的 情況 , 正明 見 Rao(1973), 对 一 
般 的 n 可 类 似 地 证 明 ). 现 取 Xo = u = (x, HUn). 并 对 (8.8.2) 两 边 求 均值 , 注意 
到 E(X — Xo) = E(X — u) = 0. 便 得 (8.8.1). 证 毕 . 

引 理 8.8.2 i AX R” AFR X 为 取 值 在 A 上 的 随 机 向 量 , 且 u= EX 


wae UU f... £ He Ve A WAE oe oe Ke EA 
HN AN Jl; Jn JIJE ANE 44 LAY ACER YA, 内 人 に 
(1) filu) > -+ > falu): 
(2) Xk =1,---,n, 7 (X) 为 4 上 的 凸 画数 , 则 
i=1 
(Pala) チア ロン (EF, (OX Wr (YY 
\J filu), SSS XW VEY SLND) gt4yn\<* J) > 
这 里 假定 所 涉及 的 均值 都 存在 . 
正明 人 痛 先 注意 到 , 由 4 的 凸 性 , 可 推出 Ke A. 因为 AX) 为 2574 PK 
2 二 1 
数 , 应 用 Jensen 不 等 式 , 得 
k k 
gr) = EN fi(X)> > filu), 
a / < 一 \ 


再 结合 假设 条 件 (1), 引 理 得 证 . 
引 理 8.8.3 i ACR”, fie, fn 定义 


其 中 Si, 。 Sn > n 个 集合 (mr >... > f (r) 对 一 切 ze 4 4 成 T. テー p 
~ I 7 一 J TEN) IIN La H OJ Se 
u 


~™ 1 Nn ププ l fi 
个 固定 的 u € U Sk, 9g(uz) 为 z 的 连续 凸 函 数 , 则 对 一 切取 值 在 4 上 的 随机 向 基 
X,p=EXeE A p 


(fi(4), ーー , fal) <w (Efi(X), a) Efn(X)). 
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是 z 的 连续 凸 函数 , 且 (ue) >… > falu) 利用 上 一 个 引 理 , 立 得 所 需 的 结论 . 证 
毕 . 

对 于 一 个 nxn 的 方 阵 A, 假定 
把 它 的 特征 值 作 递减 排列 , 即 A (A) 


阵 的 特征 向 量 的 一 些 受 控 关 系 


FFHJTJ HT send ーー J-L ANAS. 


定理 8.8.1 eX Xn xn Hermite 随机 阵 , 则 


\ 


(1 (EX), «+*,An(EX))’ < (ENOX), +++, EAn (X). (8.8.3) 


WHA ic S,={U: U0 为 kxn 复 阵 ,UU* = Ikr}. 由 定理 6.6.1, 得 
k 
> A(EX) = max trU(EX)U*, k=1,..,n. (8.8.4) 
1 UES, 
WA(EX) 为 引 理 8.8.3 中 的 fi, 容易 看 出 , 它们 满足 引 理 8.8.3 的 条件 , 这 就 证 明了 
弱 受 控 关 系 . 再 结合 


3 EMN(X) = trE(X) = > MAM(EX), 


2? 一 1 
便 证 明了 (8.8.3). 证 毕 | 
HA RAR 1 qth 44m x n Hermite A EX 在 在 Mi 
JEIG Veet YQ A JJ PON Pe エエ ニン エエ エキュ よい PAV UP) 1J ey SVS 


当 X 为 Hermite 阵 时 , EX = (uij) 也 是 Hermite KE, 应 用 定理 8.3.1, 得 
推论 8.8.2 i X X Hermite 随机 阵 , 记 EX = (miz), WI 


(ii, Hnn) < (A (EX X), -Àn (BEX)). 


定理 8.8.2 i X X mxm 正定 Hermite 随机 阵 , O = EX, AAnxm HE. 
则 


k 
D>_N(A0TA) = max trUAO AAU, k= Lm 


2 一 1 
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对 每 个 固定 的 A ALU, 上 式 等 号 右边 为 O 的 凸 函 数 (見 MarshalLOlkin(1979)), 由 
引 理 8.8.3, 定理 得 证 . 


A vy fn vy. BRANAR 
IX “AL TH AD ノリ の 


TPR AE 元 统计 分 析 
中 , 我 们 需要 研究 方程 IX, 一 和 Xz| = 0 的 根 ( 见 王 学 仁 ， 王 松村 (1990)), 也 就 是 随机 
阵 Xa Xp" 的 特征 值 , 下 面 的 定理 建立 了 有 关 这 梯 随 机 阵 的 特征 值 的 受 控 关系 

定理 8.8.3 设 X 和 XX 为 两 个 独立 的 nxn 正定 Hermite 随机 阵 , EX; = O;, 
i 二 1,2. M 


随机 RE EX. A. メタ ニニ 


<w (EN(X2X1) +++, BAn(X2X7")/. 
证 明 ”应 用 Xi 和 Xs 的 独立 性 , 两 次 应 用 定理 8.8.2, 得 
(A1 (02074), +, An (0207+)) 
= (1 (03707194), --- , An (042071012) 
<y (E11 (03° X7105/”), A OX OY 


TEO O ,BIA (XT P OXT P) 


_ oon 中 A 


其 中 户 是 对 X 求 均值 . 
S8 0 Ar A kE tE 
S 〇 AL ey KA PF 
在 本 章 的 几 个 定理 的 证 明 中 , 我 们 用 到 了 复合 矩阵 的 概念 , 鉴于 这 个 概念 用 处 
を た ぶん > O Æ RH 于 这 ーー REDIU’ T -ye th Da Lm A A ウチ ナー ナル > at r. 
PO, HPK Bl, PAN SJ ARENIE, 我 们 把 复合 阵 的 一 些 基 本 结果 放 在 


定义 891 设 A mx n BRM 1 くく < min(m,n). 4 的 第 上 次 复合 是 一 
AUGE 1 ] 的 入 了 它 的 元 和 


L. 


这 些 元 素 依 人 ++ thy jis Ie 按 字典 序 排列 . 4 的 第 大 次 复合 阵 记 : 


Fu l oF +} a e Pa = 7 」 wee デブ maw i tI F ブー ~ 
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根据 字典 序 排列 法 则 , EAM 中 两 个 元 素 


/ ーー NN 
21 ・・・ 2 た 


d \ On 
a = detA ， b=detA 
71 -Jk 


ZE fja a.a gn da eee a B hL eee h tye es tr) MEAR 
AH Vek 9 vk SL) IJN) J \"l)， 2°) まう YR] ロフ ラブ プッ “ 


小 , 则 将 a HEE b 的 前 面 , 否则 , 将 b 排 在 a 的 前 面 . 

根据 定义 容易 验证 , AO 具有 下 列 性 质 : 

(1) AW = A, A”) = detA; 

(2) (4⑨* = (AM, (AMY = (AN; 

(3) Æ 4 Hermite 阵 , 则 AM 也 是 Hermite RẸ; 

(4) 若 4 是 上 (下 ) 三角 降 , 则 AM 也 是 上 ( 下 ) 三 角 阵 . 

定理 8.9.1 KAM BARA pxmM mx n BR, 1 <k < min (p, m,n). 
则 (AB) = A® BO), 


证 明 见 Muir(1906). 


正明 見 Muir(1 
推论 8.9.1 it A AAW, WY (At) = (AM). 
正明 对 AA = 了 工 应 用 定理 , 得 到 AM (AT) = 7% = 7, BAM 的 逆 为 
(4-)W. 
这 个 事实 表明 , 求 逆 运算 和 求 复 合 阵 的 运算 可 以 互 换 次 序 . 
推论 8.9.2 KU X nxn Be. WU” ABE. 
证 明 (U“*))* = (U*)®) = (U4) = (U)) 


ンプ へ 
Ss 
ot 
= 


证 明 ”由 定理 1.5.7, 存在 西 阵 U M FAR 
元 为 4 的 特征 值 . 根据 前 面 叙述 的 AM) 的 性 质 , 有 


た 
注意 到 LO 仍 为 下 三 角 阵 , 它 的 对 角 元 为 II Xi, HHL <i << te <n, UA 
为 西 阵 , 所 以 AM 的 特征 值 为 LW%) 的 対 角 元 . 定理 证 毕 . 
推论 8.9.3 若 4 为 半 正 定 (正定 )Hermite 阵 , 则 AM 也 是 半 正 定 (正定 )Hermite 


ref 


阵 . 
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证 明 A Zé nxn PEE (正定 )Hermite 阵 , Xi > … > An > 0 为 其 特征 值 
则 AY 的 最 小 特征 值 为 


TT 


FI -rs /A 7 ref 
‘FER LE AE (UE xE) Hermite p. 
入 


其 中 94(A1… An) 为 和 1,…, 入 的 初等 対称 画数 (其 定义 见 88.2) 
\ 7 7 TE sw LAN AL ™ Jeje 


J -AAA >L) 9 n HA 
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我 们 知道 , 数学 具有 两 大 特点 , 即 结论 的 抽象 性 和 应 用 的 广泛 性 , 前 者 是 后 者 的 
基础 , 而 后 者 是 前 者 的 必然 结果 . 本 书 所 讨论 的 有 关 和 矩阵 的 不 等 式 也 不 例外 , 关于 


Me bh, Gee ハー に イオン 1 前 面 的 YLA i Ez aE k bL rc | LL CI Lh 《wii 一 < ee 


它们 的 抽 复 性 读者 从 前 面 的 讨论 已 经 清楚 地 看 到 了 . 本 章 的 目的 , 仅仅 就 其 应 用 做 
HAE GR A A RA EP Po Re oR BL ee TO e a AN 
ーー/ プ お が か LD ArT FN YY ABP WPAN CS エマ こし ナウ I J A AKTI OT EZ SHR TR YA 


域 , 限于 篇 幅 与 作者 的 水 平 , 我 们 的 讨论 仅 局 限于 在 数理 统计 中 的 若干 应 用 


Dy 本 Ir J H I ~i F lb 


AS EE BT I TRE IY 2 AE BE i FF AT EERTE AR TF H, 在 第 三 节 ， 
我 们 应 用 一 个 统计 定理 把 Kantorovich 不 等 式 推广 到 带 约束 的 情形 ; 最 后 一 节 介 绍 


2 HH 
XLi 计 IMAS WAY PZT: 


0 Ate at Ee RE FG oA H as 
J IH rI “VOPR aR HY LUTA 
我 们 先 引进 一 般 线 性 统计 模型 
假设 因 变量 Y 和 自 变量 X, X,_1 之 间 有 线性 关系 


Y = bo + PiX1 +: + Bp-1Xp-1 +E, 


Be PoPa aoa NAMER « ARIE 9 THESE, RINER 


Y... KX ÆT n Mem. a. re a —1...%m 它们 
“j; ) プ ミ カー 上 1 |r J3 PY INADA: Yr; tils; »Lin—1; 6 +; 3/76 Goll ] 满 足 
Yi 一 [加 十 Zi +--+ + Lip-1Bp-1 + £i, i = 1,.…,n, (9.1.1) 


- 


| *» LIL  「“・* rem ] ( Bo \ [° 
f» \ ーー 。 
y ; ーー・ T£ | | 


zi 方 第 i 次 试 ! DIROU, 其 均值 Elei) = 0, 协 方差 cov(ei,ej;) = ovi, ij 


| | ー | L20 L21 L2, p—1 | _ MI | 
y = : , A= , P= » E= 
Yn 
\ Ln Tni se Ln p—1 / \ ピカ ー エ J \ En 


其 中 zo =1,i=1,---,n. 则 (9.1.1) BH 


z= XB+e, Ele)=0, cov(e) =0°V, (9.1.2) 


89.1 “估计 与 模型 的 比较 ・231 - 


XE V = (viz). X 被 称 为 设计 阵 , HR r(X) = t < p. 关于 协 方差 阵 , 一 般 性 的 假 
设 是 V > 0, 即 Y 为 实 对 称 半 正 定 阵 , 但 最 常见 的 假设 是 V > 0, 且 已 知 . 如 果 我 们 


Ay AY hil aera eee Arh EEH. 昌 Afe テー うな 

有 UTTER A ATES AK i Se, 随机 误差 £i 和 Ej FEF SA Ze HA ANA, 也 就 是 

vij =0, 4i AGM m i j E, v11 = 二 … 二 vnn,; = 工 在 统计 文献 中 , 这 称 为 
à Ja 


Gauss-Markov 假设 . 
在 统计 学 中 , 我 们 最 重要 的 兴趣 是 针对 设计 阵 X 和 协 方差 阵 V 的 不 同情 况 
对 6B 或 它 的 线性 组 合 oP( 这 里 c 为 p x 1 常数 向 基 ) 作出 具有 和 良好 性 质 的 估计 , 所 


E FA ba ey 主要 ZREN ene te 办 了 下 而 ;十 ， 论 方便 gh dos eee hE ee HE 
ASSAYS JD (Zs FEB ARIE. ADJ PW 71, eA 7 H HJE eR 
如 下 (1 2 35 由華 AS 2 (1QR27)\ Wano で An Tyr 2E (1002)\)\ 
JH H FT -HIF J LA 一 Aa に に い エ ピピ 5 ア Äi YY QLS Wil & “i wT いよ ピピ ピア プア / 
(1) ソ = テア 


若 r(X) =t < p, 则 对 任意 cE A(X"), cB 称 为 可 佑 函数 . 记 
= (X'X)—X'y, (9.1.3) 


则 对 一 切 可 作 函 数 2, 2 与 广义 道 (X'X)- 的 选择 无 关 , 且 @2 为 CB 的 唯一 最 
佳 线 性 无 偏 估 计 (Best Linear Unbiased Estimator, 简 记 为 BLU 估计 ). 当 r(X) =p 
时 , メア Ay BY, 此 时 8 本 身 是 可 估 的 , 我 们 称 6 = (X'X)-1X'y 为 6 的 最 小 二 
乘 佑 计 (Least Square estimator, 简 记 为 LS 估计 ), 它 也 是 8 的 BLU 估计 . 

(2) V >0(V 41) HUA 

4 r(X) =t < p 时 , 对 一 切 可 估 函 数 cB, 〆8* 为 其 唯一 BLU 估计 , 这 里 


B* = VX XV (9.1.4) 
当 r(X) = pit, 8 是 可 估 的 , BY = (XV-1X)-1X'V-1y 称 为 8 eS Fe 
计 (Generalized LS 估计 , 简 记 为 GLS 估计 )， 
(3) >0 HE% 
WT =V + XUX', 这 里 为 实 对 称 的 半 正 定 隆 , 使 得 (7) = r(Y : X). 对 一 
TEI 全 se AR By Adee A BTTT Ae oy A 
PITTI NAKA OM, CP SARE BY DLU WT, IAEE 
“= (XT X) XTiy. (9.1.5) 


Aer ith 不 等 式 在 估 ] ミュ キュ ルル スー 


有 了 这 些 准 备 之 后 , 我 们 来 讨论 佐 阵 不 等 式 在 估计 比较 中 的 应 用 . 


| t 
在 统计 学 中 , 对 不 同 售 计 和 进行 比 较 的 准则 很 多 ， 如果 被 比较 的 估计 者 是 无 偏 估 
tt, A 么 协 方 益 阵 是 最 常用 的 标准 . 现在 我 们 暂时 离开 线 性 统计 模型 (9.1.2), 考 虚 


ーー バレ マッ ブッ ZT PAR AA TH J is Vt “AU コロ コー SN TES AH P Pe ZA LALY] で エー J3 ~ J AGS 


一 般 的 参数 估计 问题 . 假设 9 和 0. 为 术 知 参数 向 其 9 的 两 个 无 偏 估计 , 当 它 们 的 
协 方差 阵 满足 


cov(01) > cov(6。) (9.1.6) 
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时 , 则 称 6 至 少 与 页 一 样 好 . 假若 页 和 の 中 至 少 有 一 个 是 无 偏 估计 , 则 采用 均 广 
REKE (Mean Square Error Matrix, 简 记 为 MSEM) 比较 合理 , 它 定义 为 


MSEM(6,) = E(01 一 の (の 一 の 


如 果 
MSEM(01) > MSEM (の), (9.1.7) 
刚 黎 在 均 产 误差 陈 音义 下 0。 至 少 与 6, —FE 
AVI FREI TA NA 六 FO Vo 二 -一 vl rT AS 
注意 到 (9.1.6) 和 (9.1.7) 都 是 惩 阵 的 偶 序 关系 , 这 表明 , 协 方差 阵 和 均 方 误差 阵 
的 偏 序 刻画 了 估计 的 优 劣 . 


现在 回 到 线性 统计 模型 (9.1.2). 考慮 > 0, r(X) = p 的 情形 , 根据 前 面 叙述 
的 结果 , 我 们 有 


Bp 


这 个 偏 序 关系 就 是 が 优 于 6 的 一 个 刻画 ， 


对 于 MSEM 准则 , 为 简单 计 , 设 V = I, 也 就 是 Gauss-Markov RRRA. it 


Ji = Ay, i 二 1,2 X 6 的 两 个 有 偏 估计 , 则 它们 的 均 方 误差 阵 为 


= 


MSEM(2) = o? A; A! + bibi, i=1,2, 


D = 0°*[A, A} — Az Ab), (9.1.8) 


ms 


为 了 保证 b 至 少 与 b 一样 好 , 我 们 就 要 求 上 式 布 边 为 一 个 半 正 定 阵 , 应 用 推论 
7.2.4, 我 们 立即 得 到 

定理 9.1.1 ”在 线性 统计 模型 (9.1.2) 中 , HV =I, r(X) = p, 则 6 的 线性 估计 
る 至 少 与 By 一 样 好 , 当量 仅 当下 州 三 个 条 件 成 立 . 
(1) D + bibi > 0; 
(2) b2 E @(D + b101); 
(3) 


LT 


b,(D + bib1) bo <S 1. 
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RIF (1) 的 一 个 充分 条 件 是 D > 0. 利用 定理 7.2.4, 我 们 得 到 D > 0 的 一 个 等 
价 条 件 为 H(A42) C . を (41), 和 L(A5(A141) + Ao) < 1, 这 里 Xi(4) 表示 4 的 最 大 特 
征 值 . 据 此 我 们 可 以 得 到 如 下 推论 . 


推论 9.1.1 在 定理 9.1.1 假设 下 , 8 的 线性 估计 Ay 満足 cov(Ay)< cov(/) 当 
目 仅 当 A (A'X'XA) < 1 

关于 这 方面 的 详细 讨论 请 参阅 Baksalary 等 (1989). 

下 面 两 个 例子 是 模型 (9.1.2) 的 特殊 情形 , 它们 显示 了 受 控 理 论 在 估计 比较 中 


Am Fa 
ロリ パ た リガ 1JH 

hil Q 1 ae. pes E Ate e AA Ee FA 

ピリ ピ ・ エ < 7J Aè HX HU ゴー ロリ トー 

u + Ei, 1 = 1, ) 7 
二 arfa \ 2 / \ 9 。 / > 
RT EEG) = U, varle;) = 07, COV (Ei, Ej) 一 和 p, 1 F). 
n 


?一 荆 


为 4 的 线性 无 偏 估计 . 它 的 方差 


var(L J=) W; 2 十 a2p > Wi Wj 


? デ 7 
n r, n 、 2 了 
< | 
ーー 旨い に | 
= 2? 王 1 ? 王 1 


-00 -0Y w? +070. 


(1, 1). 


Kn かう 
『 


再 利用 推论 8.2.3, 可 推出 Dw 为 Schur 凸 函数 . 因此 


ain 


ae 
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在 无 偏 估 计 类 fi = 2 し wi > 0, D = 1 中 具有 最小 方 差 . 容易 看 到 , 去 掉 条 


IE y: > 0, 这 个 结论 仍 RRM., 于 是 u* 在 一 切线 性 无 偏 仁 计 中 Bee We We 
IT Wiz u FACE V IFS KL, FJ ジリ J リーベ | エエ ノロ V8 1 日 OT AAA BRA Ae, BA 


是 BLU 估计 . 请 注意 , 1* 并 不 依赖 于 p, 因此 必 的 最 优 性 并 不 能 从 Gauss-Markov 
定理 直接 推 出 . 证 明 必 的 这 种 最 优 性 的 另 一 种 方法 是 LS 估计 的 稳健 性 ( 详 见 王 松 


桂 (1987, p. 184)). 
fil 9.1.2 单 向 分 类 随机 模型 


ーー 1 wn. | 一 a — 1 hL. s — 1 wr 
Jig) — PT at T ©2735 t — 4; siJ — t; s fbr, 
Hth fv 大 Bra が NY e 大 区 有 本 iA ao oT LH At 2A kA Hy $474 y y. varle...) = 72 
で 1 プリ A リリス A だ と 27 ノリ PE ザル レッ) TRAC HP イロ ーー コブ プリ 人 VO Cig j Ves 


1 
其 中 > wi = 1, Yi. = 二 > yi 
j=l it j=1 

i 改写 为 

K K 

有 三 从 十 》 wiait う wiei, 

2 二 1 ? 王 1 

这 里 


这 里 


89.1 ”估计 与 模型 的 比较 ・235 - 


1 
(a) Li = k’ 
Ni 
(b) wi = —; 
n 
ni(n 一 ni) 
(c) wi n2 一 In? 
th ムー HH マト ロー エー ジー も ナチ に ヒュ し ん EY, ~ ~ fat ~ til As" 
CA LLAJ = PP TA kI JT AJGA H1, H2 TH KH3. AIA 
Va (ñ) < Valð3) < Va(ñ2); (9.1.9) 
Ve(it1) < Velps) < Velho) (9.1.10) 
这 些 不 等 式 是 下 列 丙 条 事实 的 直接 推论 . 
是 Schur pt pA X: 


P mY u/n 


1 TAN n(n 一 nı) ne(n — ng) 
(b) (は ‘(aa > n2 — En? 


(a) 可 以 直接 从 推论 8.2 3 导出 下 面 证 明 (b). 在 (b) 中 , 左边 受 控 关 系 可 由 
例 8.1.2 得 到 . 为 证 右边 的 受 控 关 系 , 不 妨 假设 ni > … > ne. 因为 由 zl > z2 和 
zı +22 <1 可以 正明 zi(1 — z1) < zo(1 — x2). RA 


ni(n — nı) テーク グ ne(n 一 nk). 


eee | 
Aa Vo 
z 771(72 一 Ni) y; = Ni 
a n2 ーー Sins 9 2 n, 9 


zm mn 
它 关 于 ? = 1,……,k 是 单调 减 的 . 应 用 定理 8.1.10 立 得 (z1,…・,zk) < (Yir ye)’. 
这 就 证 明了 (b). 


tz /Q 1 QY 和 /9Q 1 1NY Æna zal hn KeA 
FIN いい プー キワ の) TH フエ ユエ UJ 1 リエ リス H | = 日 と し 


var(ji1) < var(ñ3) < var(ñ2). 


现在 我 们 转 入 本 节 第 二 个 问题 一 一 模型 比较 的 讨论 . 
为 了 符号 简单 计 , 我 们 把 线性 统计 模型 (9.1.2) 记 为 d= Lly, Xb, V). 一 个 


横型 uh ri we. Art 人 th か が コージ TIT 


模型 就 代表 了 一 组 试验 . 当 r(X) =p, r(V) anit, 从 这 组 试验 我 们 可 以 得 到 6 的 


BLU 估计 が = (メー) X/V-ly, 它 的 协 方差 阵 cov(8*) = o2(X'V-1X)-1. 
如 果 我 们 有 两 组 试验 di = L(y, Xib, 0° V) i= 1,2. 那么 从 这 两 组 数据 就 可 获得 8 


TT TT fy... 


的 两 个 BLU 估计 


Bi = (XV Xi) XiV yi, i=1,2. 


oR 
cov( 87) < cov( が び ), (9.1.11) 
则 从 试验 di = an 18, 0? V1) 得 到 的 的 BLU 估计 至 少 与 从 试验 ds = L(y2, X28, 


o7V2) 得 到 的 的 BLU 估计 一 样 好 , 此 时 称 di 至 少 与 ds 一 样 好 , 记 为 di > do. W 


vee ale 一 一 と t 


此 , 我 们 就 可 以 对 两 组 试验 进行 比较 . 


根据 上 面 的 定义 , 知 
di > の を (XV NX) < (XIV X2)? 
ェ a 1 i} ™ A a 2 =} 
<=> XI VHX: > XV; Xo, (9.1.12) 
这 里 应 用 了 推论 7.2.2. 从 (9.1.12) 看 出 . 当 我 们 比较 两 个 试验 时 不 需要 考虑 观测 
さい ーーー タナ FRU) SIA III PUTAS 1 PAL HR , "TU うろ ペー フフ A MUTA 
lit y; (i = 1,2), 只 需 比 人 EMIS PERE X; M V 上 . 


上 面 考 虑 的 是 一 个 简单 情况 , 即 r(X;) = p.， 但 往往 设计 阵 是 列 降 秩 的 , 即 
r(Xi) < p. 此 时 为 了 比较 两 组 试验 ， 我 们 需要 比较 所 有 站 信 冰 数 的 BLU 估计 的 


Qe __ (XV ly\—vyrr-l,, 3: _— a 
方差 . 记 Pi Z MGV Ai) Ai; Yi, t= 1, 2. 如 果 在 d2 中 仕 可 佑 函数 C b, 在 dı 
也 是 可 估计 的 , 并 且 


var(c BI) < var(c 83), 


的 情形 , 证 明了 di > do 4 HAL (9.1.12) 成立 , 下面 的 
(Xi) ぐ の p 的 情形 也 成 这 


THA f ~ rm Ve \ . a oe r 


ak 
5 H 
冰 
=> 
dd 
><] 
< 十 
3 
8 
| 
3 R3 


同样 的 结论 对 


や アー キュ テッ XIV ‘Xa. (9.1.13) 


正明 依 定义 ,得 


(X2) C A(XI), 
对 一 切 ce M(X), E(X VX) c S d (X}Vz X2)7c. 


に 
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记 Zi =XIV- 2 Ai = ZZ, 井 利用 (X45) = M (ZEZ) = M (A2), 知 
pop, J AA) C AAI) ss 
LA ==> 4 <=> A; > Ao, 此 即 (9.1.13). 证 毕 . 
し AoA, Ag < Ao 


上 面 的 结果 还 可 以 进一步 推广 到 Vi > 0 的 情況 ( 详 见 Stepniak Wang 和 


J 2X 
AE 计 但 在 应 
X'X)- x 来 代替 8 


det(cov(G*)) A 
det(cov(B)) 
来 度量 , KEA BEF 68* 的 相对 效率 , 显然 , 0 < RE(O) < 1. 问题 是 求 Rel) 的 下 


の LO 主 2x Era LL AL 


界 , 它 刻画 了 用 6 代替 8* 所 产生 的 最 大 信息 损失 . 


本 下 的 目的 是 介绍 矩阵 不 等 式 在 求 RE(8) 下 用 . 
定理 9.2.1 在 线性 统计 模型 (9.1.2) 中 , 设 V > 0, > H V MERE 


ja Ni LAAL] ーー N Ve e dai Vy AIl ZOAN 4J Y ロナ 1 リリ HL 


RE(2) > : 9.2.1 
( ) I] (A; + An— i413)? ( 
证 明 因为 
RE(/) = [det(X’'X)- -1X'VX(X'X)- ldet(X'V-1X)]-! (9.2.2) 
ナナ VY fawn wpe > edo Tee ーー a u T -IL >= fth ハー ュー Dr I ee 
TEA TIARAS PP IA ORT 74D 3, AAL CO IE OH), IIH AIR SAE 
(9.2.2) 中 , X'X =I. 于 是 


RE(8) = (det(X’V_X )det(X’V—1X))7}, 


再 应 用 定理 4.10.3, 便 得 到 (9.2.1). HE 
4 r(X) < pit, 8 可 能 是 不 可 佑 的 , 此 时 我 们 需 考 虑 可 佑 函数 cB 的 估计 . 与 
前 面 的 讨论 相 类 似 , 当 V 未 知 时 , 我 们 需要 用 c'6 的 LS 估计 <8 代替 它 的 BLU 佑 


it eB8*. 这 种 代替 所 产生 的 信息 损失 可 用 它们 的 方差 比 来 度量 . 于 是 我 们 定义 dô 


INAI iA ay LAAN ' IJ し ょ コロ リノ ブナ 差 比 来 度量 . JIN IJAE 和 
KF cB" 的 相对 效率 为 


/ Q* 
RE(e の ) = ZCA) (9.2.3) 
var(c'ß) ` 
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它 的 下 界 由 下 面 的 定理 给 出 ， 其 证 明 此 处 略 去 了 , 感 兴趣 的 读者 可 以 阅读 王 松 桂 
(1987). 


“TH a 9s 9 Je Se WSs LEE FA] 7(G19 中 Ht VYtn AN >...’ >N. BA wees 
十 坟 9.2.2 在 线性 统 订 个 一 (912 P, Be V > 小 AL 二 2 An NRI 
则 
RE( Â) > ーー ジー (9.2.4) 
(Al + An) 
应 用 这 个 定理 , 我 们 容易 得 到 
H:A Qn +z: m 0 9 9 ZIER 
(1) ZÆ rl(X)=—n M 
4) FG PA SP, WS 
A Ay tA 
cov(*) < cov(ĝ) < で エル _ covi(ar), 
(2) G r(X) <p, Wl 
I \ J アゲ) AY | 
(Aq + An)? 
cov(X 6*) < cov(X ĝ) < ーー ュー ューー Cov( メ が ). 


在 结束 这 一 节 的 时 候 , 我 们 给 出 不 等 式 (6.6.6) 在 相对 效率 方面 的 统计 意义 , 在 
线性 统计 模型 (9.1.2) 中 , B V > 0, r(X) =p. aoe, 研究 THEE wp = XG 
的 LS 估计 相对 于 BLU 估计 的 效率 . 自 先 注意 小 在 研究 w= XB 的 估计 时 , 不 失 


.ty , /Ar _ Q A T TT JLA BG 
般 性 ， aRt X “A = Ip. 于 TE 的 LS [ane 十 和 DLU JH Fi JI AYJ. 


它们 的 协 方差 阵 分 别 为 
cov(ji) = XX'VXX! 
cov(y*) ニ ズ ( ズ コタ) 
Rao(1985) 所 引进 的 相对 效率 的 度量 为 
RE(ji) = trlcov(f) — cov(u*)]. (9.2.5) 


ーー _ と pen 


B V = PAP’ 为 V 的 奇异 值 分 解 , 其 中 P 为 正 交 阵 , 4 = diag(i,---,An) 为 对 角 
阵 . 则 (9.2.5) 变形 为 
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-一 U T O S O O 


其 中 U = P'X 满足 U'U = Ip. (6.6.6) 给 出 了 Reli) HER 


FA Le pal V ~ nm Ab LE イン 


ng 的 结果 推广 到 V > 0 的 情形 . 
“从 不 同 的 角度 出 发 我 们 可 以 提出 工 LS 佑 计 相 对 效率 的 不 同 度 攻 . 近年 来 在 这 
方面 出 现 了 不 少 新 工作 , 例如 王 松 桂 (1985)、 杨 虎 (1988), Wang Songgui 和 Yang 
Yu(1989)、 XU CA EPS EE (1991)、 王 静 龙 和 高 道德 (1991) 等 . 


89.3 ”约束 的 Kantorovich 不 等 式 及 统计 应 用 
本 市 我 们 首先 把 84.10 证 明 过 的 Kantorovich 不 等 式 推广 到 带 约束 的 情形 , 然 
后 导出 相对 效率 不 等 式 (9.2.4) 的 一 个 改进 结果 及 其 矩阵 形式 , 最 后 介绍 它们 的 一 
些 统计 应 用 . ] 
定理 9.3.1( 约 束 的 Kantorovich 不 箋 式 ) PAH n TE SERA Hes 、 
ZRH DLADVOTOVICH 4NSFIN) TA AN XT 正定 隆 , HITEN 
JEL <i << ik <n, ia ¢ D, - ー (ee, 则 
x’ Axx’ A-tz ー (Ai + ri, )? 
re M(#) (x’x)? E ANN 


证 明 不 失 一 般 性 , 我 们 假设 le 一 L, | = L, O -,k, 此 时 21 一 (の 1, ss ) Pk). 记 
Ay = diag(A1, +++, Ax), 则 对 任意 ze .NM($1), 存在 kx1 向 其 ,使 得 z= $it, 于 是 


sup TZ Azz' Ate _ t'Aitt'ATt (Ai 二 AR) 
redia) (TT)? に (tt)? 4A1A。 ， 


这 里 最 后 一 个 等 号 应 用 了 Kantorovich 不 等 式 (4.10.4). WEH. 
注 %4%k=n 时 , (9.3.1) 就 变 成 无 约束 的 Kantorovich 不 等 式 (4.10.4). 
现在 我 们 返回 到 线性 统计 模型 (9.1.2), 并 沿用 前 面 两 节 的 记号 , 下面 的 定理 政 
进 了 定理 9.2.2. , 


定理 9.3.2 ”对 线性 统计 模型 (9.1.2), 设 r(X)=tV>0,N>...>) 


的 特征 值 , yi1,…, pn 为 对 应 的 标准 正 交 化 特征 向 其. 设 . グ () c CM pa) 
这 里 1 <i <-<ik Sn, 则 对 一 切 可 佑 函数 CB, 有 


Yr 17 
ノリ V 
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这 里 Re(〆) 的 定义 同 (9.2.3). 
证 明 Oa t=k, NW A(X) = M (pins Pir) EA LS firir ek Hee TE He ( 见 王 
T At 


QA œ TH Ee 2) X}—] BY EA Yr ./ 9 > h 
Ot, EJE 9-4); NJ YJ PITIN IX CHM, GHJ 


E t< k, IT X ERREN X = PAQ, XE PAM OANA nxt pxt 


阵 , 满足 P'P = h, Q'Q = h, A = diag(ð1, , Ot), 0i > 0,2 =1,- っ ち 对 每 个 可 佑 郴 
数 2, 存在 ヵ x 1 向 量 a, 使 得 c =X'a. iu = P'a, 利用 定理 1.7.5 和 1.7.9, 得 


var(c’B) = a’ PP'V PP'a = uw PV P'u, 


(9.3.4) 
{ fax / テア / マテ / エ テー 1 マテ ューー 本 wv 7 站 1Tr 一 1 D\—l1, 
var(c 8*) 一 Q 人 (人 入) a= uP P)~*u 
7 2 
u u 
> ( ) (9.3.5) 
uw PV Pu 
JA aAa c TPR FE 一 Nn HH AN Ee /OQ 9 FY Hee 
人 性 了 到 站 AY IMA 」 VaUtChy-sCOoWwala 41\=F TI, HA (3.9.4) TH (9.9.9) TAIJA 
REl â (u'u)? way? 
(C8) = PV Puu PV Pu WV aa V ii 
AAi, ri; 


2 
(Az + Ain) 


HH a = Pu = PP'a € M(X) C Mlgi,, Pin) 上 面 的 不 等 号 是 由 于 定理 9.3.1. 
WEHE. 

Ht A/V C Mor a \ 4 Beeb EEM (9 2 2\ AI 

A A(X) C M pn) TERMOLI, 所 以 (9.3.3) 包 
中 , 最 优 下 界 对 应 于 包含 MX) 的 最 小 特征 子 空间 . 

上 面 这 两 个 定理 是 由 本 书 作 者 之 一 和 邵 盏 证 明 的 ( 见 Wang Songgui 和 Shao 
Jun(1992)). 该 文 还 列举 了 许多 线性 统计 模型 的 例子 , 说 明 它 们 的 设计 阵 XX 与 误差 


协 方差 阵 的 特征 向 量 之 间 确 实 存 在 着 形 如 A(X) CM (Pins Pix) 的 关系 . 


mi rep Kan nt 


现在 找 们 有 杀 玫 出 Kantorovicn 不等式 的 起 星 形式 

IHL — RAER dB, 存在 oc. 使 得 c= 二 X'a. 如果 W(X) C Mpi @;, 成 

I J IH E AA SY le ee I ~ I J AAA \ J VT 713 3Y tkj N 
立 , 那么 由 定理 9.3.2, 得 


RE(c8) = RE(a’ XB) > 一 一 一 


Bp 
. . \2 
a’ PV Pra < On tN) x (X'V-LX) X'a, 
Ai, 
其 中 P, = X(X'X)-X'. 由 a 的 任意 性 , 得 
. \2 
pvp, < Ò tòa) yoyi x’ 


=~ Fr = xX ~I イイ 
AAi Ni, 
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容易 验证 , 上 式 等 价 于 
ーー (Ai 十 和 Ai) B 


X'VX < X'X(X'V XY XX 
4 和 il Ai, 
用 4 一 代替 V, 我 们 就 证 明了 如 下 事实 . 
hart oO oo 工人 Ar 17 e ME- \ ~ ~ 入 A, A bhit he 
ÆI 9.3.3 设 4 为 nxn 实 对 称 正定 阵 . Al Z t Z An A 3 日 J 和 4 | 上 
の Pn 为 对 应 的 标准 正 交 化 特征 阿莉 , X 为 n x p EE, 大 存在 1 <i < 
< ip S n, (BIR M(X) C M (Pirs, Pir) W 
ーー (Aa An) rey era wre wv 
4 コア こと ちせ x'X(X'AX)-X'X. (9.3.6) 
FAi Aig - 
特别 ]， 当 X X = lp HT, 
XATX < Aa ti)” axy. (9.3.7) 
AAi ix 


因为 A(X) CM pn) 总 成 立 , 所 以 我 们 立即 得 到 如 下 推论 . 

推论 9.3.1 设 4 为 n 阶 实 对 称 正定 阵 , Ai >…・ ヶ Xn 为 其 特征 全, X 为 任 一 
n x p ERE, M 
(Ai 十 An)? 


X'A'X < 
x Ain 


X'X(X'AX)~X'X, 


无 于 Kantorovich 不 等 式 在 这 一 方向 的 更 一 般 的 推广 , 見 Wang Songgui 和 Shao 
Jun(1992). 


89.4 统计 检验 


本 节 将 扼要 介绍 第 八 章 所 建立 的 受 控 理 论 在 统计 检验 的 容许 性 、 无 偏 性 以 及 
功效 函数 的 单调 性 等 方面 的 应 用 . 

我 们 先 考 虑 检验 的 容许 性 . 在 线性 统计 模型 (9.1.2) F, 因 变 其 Y 只 有 一 个 , 如 
果 现 在 存在 9 介 因 変量 , 設 7x1 向 量 y Yn 为 这 9 介 因 変量 的 n 次 独立 观测 ， 
日 每 个 都 服从 正 态 分 布 W(9'zj,5), i= 1 n. XE px 1HE on Apt 


ビー アプ va fb 


自 变 基 的 对 组 已 知 值 , © 和 万 分 则 为 pxp 和 q x p 未 知 参数 阵 . 假设 n> p 十 の 
Fw 


{ yi \ {x \ 
1 1 
Y = , X = | 
nxg nxp 

\ yp/ \ tn / 
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则 我 们 有 如 下 多 元 正 态 线性 统计 模型 


Y = XO+e, (9.4.1) 


这 里 e 为 有 xd 随机 误差 矩阵 , 它 的 n 个 行 相互 独立 且 有 相同 分 布 N (0, X), 记 为 
th 


To T\ “A ゴリ し リル 。 TT ‘Dn SH C H rx pE rl ~ 
ew N (0, ao St}. 和 欲 检 验 的 假设 为 H: UO =U, 过 十、 ノリ x p FEM, r(C) =r. KK 


们 的 问题 是 证 明 常用 的 几 种 检验 都 是 容许 的 , 如 果 不 存在 另外 的 检验 比 它 有 更 低 的 
水 平和 更 高 的 功效 函数 , 这 个 检验 称 为 是 容许 的 ， 
模型 (9.4.1) 的 典型 形式 为 


Z1=Mite, elwN(0 了 四 万 ); 
Zə = Mə + £2, Eo ~ N (0, X Q p-r); 
Z3 = と 3 と 3 ~ N (0, ん © In—p) ， 


这 里 2Z1, Zo 和 Zz 分 别 为 7 x g, (2ー7) xq Ml (n-p) x g ER, 在 典型 形式 下 , K 
SWIX HWA: Mi =0. i 


A=ZZ,, B= ZZ, 


f>- > fiX ABO 的 特征 值 , ! = min(q,n -中 ,常用 检验 统计 量 都 是 fi 的 函数 
假如 
(1) 似 然 比 统计 基 
| 
det B 
= ーーーーーーー = 1+ fi) ; 
det(A + B) 11( + fi) 
(2) Lawley-Hotelling 统计 其 
l 
mn /AD-—1\ K` e. 
T° =tr(AB™) = > fi; 
i=l 


(3) Bartlett-Nanda-Pillai 统计 其 


/ 
V =trA(A+B) t=) —*; 
(4) Roy 统计 基 


为 了 证 明 上 述 检验 都 是 容许 的 , 我 们 需 引 进 单调 集合 的 概念 . 
}. 


it Dy = {x € R”: 1 ター テク 
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定义 9.4.1 iz S C D4, <£ ES, y € D}, GA Y <w x, 可 推出 ye sS, 则 称 集 
合 9 是 单调 的 . 

引 理 9.4.1 设 5ScD- 是 单调 闭 凸 集 , WS 是 一 个 容许 检验 的 接受 区 域 

这 个 引 理 的 证 明 从 略 ( 详 见 Anderson(1984)). 


TB Q 4 2 at aAA Hoe Vrre [n 11 上 此 yt 
JISE ee X Gv) AVE XE [LU EWE SE 
n 


则 以 5 = {z € R”|o(x) < c} 为 接受 区 域 的 检验 是 容许 的 
Dóm ai a j m | +t. | 的 连续 凸 性 可 知 メア 2h HELE DA Lee Fa o Lra Lae) h h 
WA H g WY KESECITEY) KU, 2 の) EEEE LIBR, AN o NAR, H TE 
论 8.2.3 知 d(x) A Schur HAR, FRG Y <w z, A oly) < olx). HAMA z Es, 


Y <w £, VA ye S. Aim S 是 单调 的 , 再 由 引 理 9.4.1, 定理 得 证 . 
对 前 面 给 出 的 四 种 检验 , 它们 的 接受 区 域 分 别 是 W <c T? <c V <e fice. 
由 引 理 9.4.1 可 直接 验证 Roy 检验 是 容许 的 . 对 其 余 检 验 , 在 引 理 9.4.2 中 , 分 別 取 


T 


可 知 它 们 都 是 容许 检验 . 这 就 证 明了 如 下 定理 . 
定理 9.4.1 似 然 比 检验 、Lawley-Hotelling 检验 、Bartlett-Nanda-Pillai 检验 


和 Roy 检验 都 是 容许 的 . 
上 面 我 们 所 讨论 的 是 多 元 正 态 线性 统计 模型 中 的 假设 检验 问题 , 现在 我 们 考虑 
HE と し コノ ブル コル し ロリ ナス ビン ブレ レロ トー ヒヒ ンー し レル 1 ビー HJ OP に と ゴリ I AS PU LIA HJ 7 AR 


一 个 一 般 的 统计 检验 , 假设 X 为 一 随机 变量 、 向 基 或 矩阵 , 其 分 布 函 数 为 (の ), 这 
里 0 = (0 ke の て R*. 我 们 欲 检验 的 统计 假设 为 H: 9 e On. 假定 所 采用 


JHA / コ ニュ le Li Ah ta LN v rer Sof, —> viel. 


的 检验 统计 基 为 ol), 其 拒绝 区 域 为 fz: olx) > ch. 该 检验 的 功效 函数 为 


B(0) = Po(P(z) > c) = Eol(g(z)>c)- 


JLU A - -+F 一 下 Int の 一 の OLAN ン rt: 2 LA nA fate als TIF viL ta 
设 0 < a <1, 在 对 一 切 € On, (9) < a, 则 称 a 为 检验 の 的 水平 . 进一步 ， 
ネモ マキ エー ニル グロ レレ ALA Sa Wee Awe Rh BEA 
AAA] WJ VH PUJ F OQ, WIT P AANA LL 
对 了 于 -一 个 第 PH? ym) A, TM sss = A. 2 NY Fu Ly > 4 ? pas 让 大 
d IHI TIN IAD ユエ “id VO TAN Fa UJ に た コテ ブル PIT -LHJ Jos ANI I ププ 
k 
X rt 
(1) 8(9) Æ Q 上 为 Schur 凸 函数 , 是 当 》 の 固定 時 , 8(9) 在 = --- = 9k 达 
1 二 1 
A &. N 
AN ARI "5 


(2) RÆ (0*,---,0*) E Q, B(O*,---,0*) BO TK, FHOCOM, BO) 为 常数 
B(0) 的 Schur 二 性 也 保证 了 功效 函数 的 单调 性 


A al 


re F か 


在 (1) 中 , 我 们 要 求 了 8(9 的 Schur 凸 性 , 事实 上 , 对 于 很 多 分 布 族 , 这 一 点 是 
满足 的 . 这 是 因为 当 检验 统计 基 olr) A Schur rh ee Bay, 


g(x) 一 Lu glu)>o) (x) 
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也 是 Schur (pea, 对 很 多 分 布 族 Fg, 9€ 0 


/ 
(0) = / 9(z)d76(?) 


也 是 Schur ph py AX. 
应 用 上 述 方法 可 以 得 到 下 列 检验 的 无 偏 性 及 功效 函数 的 单调 性 


EE 16A) J EA EFI LIV J AN AN CE ANB YT -J 


(1) 多 元 正 态 总 体 的 各 分 量 方 差 相 等 性 检验 ; 
(2) 多 元 正 态 总 体 的 协 方差 阵 X = 6 7 的 检验 ; 


{2Y aan s -ht ジテ エロ Fo 32 ot be AA RST HA 
9) ZICE O DARA FFE DAI ERN BY Deo. 
W ee an Ea HAT Marchall W Olkin(1970 n 38A~2300) 
N J AA Jj P] BY FAW VE OG Ivia suali fH WISNU Lgi g, Pe GOU™ GY; 
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1. 平均 値 不等式 
设 al, "an 为 非 负 实 


数 , 对 
r YEE: M,(a) = (25> 
n 


2 


/ 


i=l / 


M,(a)=0, 当 7<0 是 人 至 少 一 人 a; = 0; 


n 
调和 平均 ; H(a) = M1 (a) = 
i i 
Art] HET Cla) nfa o A 
JUT g リョ: uaj = vo ün 


ア ` 


) 
(3) 当 n = 2 时 , =(4(a) + H(a)) > G(a); 


ー ゴ “l; un /AY 1 PAST AY XXAHY, 
| Ala) = Hla) . 
n 
A(a)—G(a) ` 
n 
WJ X 92 Z Vt i， ) J 2 1, WY 
i=1 
n n 
>》 aigi > [| [og ] (RAIA, EXE 1983) 
1 二 1 1 二 1 
2. Abel 不 等 式 
k 
设 ape Fn hb, > Sh sen mya L -N` hL] 0 
AX UU T it , UL = Z Un Z U, KEM 9k = 2? Fi, RL, ぅ fb, NN OK» 
1 二 1 k 


M = max Sg, JI 


mb; < a'b < Mbi. | (Mitrinovic 1970, p. 32) 
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3. Beckenbach 不等式 
W1l<p<2,a;,b;>0,i=1, nr, Mi 
n n n 
4=1 2 一 工 1 2 一 工 
n < n Tn 
ー1 ー1 ー1 
Satay Sa Se 
2 一 1 i=l i=l 
(Beckenbach, Bellman 1983, p. 27) 


4. Bernoulli 不等式 
(1) 设 z > —1, n 为 正 整 数 , 则 


(1+2)" >l+nga; 


ill 


(2) -2 < z <S —1, n 为 正 整数 , 则 


(+r) >1+z>1+ nw; 


等 号 成 立 を >z = 0; 


(前 三条 見 Mitrinovic 1970, p. 34~35, 后 两 条 见 徐 利 治 等 ”1983, p. 171) 
5. Carleman 不等式 


CO 
it ai >0,i=1,2,---, HS a; < oo, Wl 


i=1 
OO OO 
2 (a, "e, an)” < e 》 Gi. 
i=1 i=1 
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6. Cassels 不等式 
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(Beckenbach, Bellman 1983, p. 45) 
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8. Diaz-Metcalf 不等式 
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当 m1 > 0, m > 0 时 , 左边 等 号 成 立 を > 对 每 个 ri £0 i, A (aibi) =m, Me) 
或 (a;,6;) = (My, Mma) 之 一 成 立 . (Diaz, Metcalf 1964,p. 62) 
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9. Dresher 不等式 


设 p>21>r>0,f>0 
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等 号 成立 Sa, = … = an. ( 徐 利 治 , EME 1983, p. 162) 


11. Fan Ky-Todd 不等式 


设 Qi, bi, i = Leen 第 为 实数 ， ajbi F aib;, 2 # 7, 则 


(Beckenbach, Bellman 1983, p. 45) 
12. Greub-Rheinboldt 不 等 = 
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対 p>1, 有 
Co の の COO 
ぶさ 
Ak] -1 各 
(RAYA, 王 兴 华 1983, p. 157) 
14. Holder 不等式 
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Sone (To?) [op) 
Layers | 2% | PO ， 
i=1 \¿=1 / \i=1 / 
t= 1, n, 


等 号 成 立 を 存在 数 c, 使 得 a? = cbf, 


等 价 地 , 4 0 <a < 工时， 


上 一 和 


FERAL > 存在 数 c, 使 得 gz = cbi, i = 1,…・, 
1 


当 ai >O, b; >0,7=1,---, 


(2) Wa; 20, i=1, 


m 
2 C170Q27 ° anj < => 


等 号 成 立 マー テ の 1 ッ ・・・) の 


、 1 1 
(3) 积分 形式 . Wp > 1, 十 了 = 则 


“yn; j=Hl,---, 


f., -f fires; 
| jogaz < | | ll ax] 
J \ ソ / 


An Ay IE, H al 十 …. 十 an = 1. 


M, CI) ) 


~ al / \ Q2 / 
a 
2 . 》 an; n ) 


っ 0 t= 1, n, 


(Beckenbach, Bellman 1983, p19~20) 


3 アー 
4/4 


/ ， 
| / |g) dz | 
\J / 


1 fa 
+/P 


(Beckenbach, Bellman 1983, p. 21) 


r < p, 则 
、 1 / ゎ 。 、 l/r 
Vr fm N 
p Sar 
i=1 
(LN A LT NS ィ レ へ 4 \ 
( 係 和 利治, ES 1983, p. 127) 
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CC 


16. 


17. 


= ュ 
QO 


19. 


Just-Schaumberger 不等式 
n 
设 zi > 0,1 =1, „n, S= ð xi, 则 
i=1 
“.s—2 
i 
> n(n —1) 
T; 
2? 王 1 ” 


(Marshall, Olkin 1979, p. 72) 


Mi SM, i=1, zi EAF, 则 
、 2 
(<> -1 12) < (M +m)? /CC 3) 
を の リド mM È ツリ 
(Diaz, Metcalf 1967, p. 74) 


RT. -ym Sede Is 
・ DMiamnkm-iNxewman 沾 和 寺 工 \ 


Ba >0,i=1,---,n, Soa =1, 出 


1 十 Ti 
(n + 1) 
Li 
2 王 1 
n ] 一 ; 
I] ー > (n—1) 
i-1 “i 
(本 书 例 8.2.6) 
Klamkin 不等式 
= A n=l N 
tae, {n+1\" 
| | > | | 
441-2; \n-1/) 


20. Laplace 不等式 


iwO<a21<-: “<n, 0< Yı く … < Yn, TI 


> 2 2 X 2 
Ti Ji Ti 
2 王 1 、 i=l 
n n 
i 二 1 i=l 


(RATA, EX 1983, p. 141) 
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21. Minkowski 不等式 


等 号 成 立 > 存在 数 c, 使 得 a; = cbi i = 1,…,n. 40<p< 1 不 等 号 反 向 . 
(Beckenbach, Bellman 1983, p. 25~26) 
(2) ia, 2 0, bi >0,i=1,---,n. 


(同上 , p. 26) 
(3) Way >0,i=1,---,m;j=1,---,n,p>1. 


pA +: toni?) < PE i (Ee PAIS 


= コリ 


<11, Om 线性 相关 , 此 处 a; = (ai, t, ain)’, i= 1,:…,m. (同上 , p. 21) 


eX Te? WS 


(4) 积分 形式 . i p> 1. 


1/p 1/p 1/p 
(fir+grac) <(firrac) +( flopa) . 
\d / \J ノ \J ノ 


(5) 推广 形式 . 设 C1,°°', Cm) bi,---, bn 为 给 定 的 正 数 ， O< m< n, 则 对 p > 
及 一 切 正 数 Tm+1,''’, Tn, 下面 的 不等式 成立 . 


m n 1/p m 1/p 
(Dar Yo at) [Pears D ett ~ 
, L? 一 1 


4=1 i=m+i1 a=m+1 


m n 1/p m 1/p 
> (D+ > Danz > ( + | ( 


? 王 7% 二 1 


| 
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其 中 di = Cbi, 三 人 十 1 n. 


c* ーー 
1/p m 5 ん 4 
ト N ~ 


< 
[> (etb)?) > | 


1 二 1] \i=1 / 
当 p < 1 且 p 关 0 时 ,不 等 号 反 向 对 所 有 情况 , FERL a = di,i=m 


Ns ンジ 


+l, n. 
+ 1 WYm—1 YASH Eee, 和 和 和) .nn、1 邓 一 雪 让 尖 ma 右 
lain + 二 了 fle 4, NJ SAAC HYJAL XA し 1 TH Ul, Un» Mo 4+ LA JU. RA と グッ syen, “A 
n 1/p n 1/p n 1/p 
c+) x + > 四 之 latoa > Gi +b | 
\ t=2 J \i=1 J L 4==2 J 


(Beckenbach 1967, p. 44) 


1 
~=1,0<m<M, 


すす 


、 、 1 
22. W a1, ,an， bi,- bn 为 正 数 , p > 1, -+ 


。1/9 
i - 
m S ap S ) i 一 1 n. 
w 0 = M/m, N 
fn NIP /n \ ia 
(sor) (Sy 
(2a 2) arte gp gratia 
1 < \i=1 J \i=1 / < | 7 | | p U -U | 
S [p+ 1-079] |p+g 0—1 | ` 
2_ aibi 
i=l 
等 号 成 立 当 且 仅 当 所 有 的 ai /b; P 都 相等 | 
(Mond, Shisha 1967, p. 193) 
992 2 L A-T Ae _, 1 l 1 n ン - AA ttl 
ade VX Ul; Un, Ul, On 9 に タカ ガラ ュー オー デュ も も り そ て 7 く M, KY 
fad ゴ 


・258・ 


7 | > | 
a / <| 


24. Schur 不等式 


n n 
设 ay >0,i,j=1,---,n, X aij = > ai 
ー- 1 ュー- l 


n 
yj => os の 5, 则 
j=l 


q の ー の 9] 7” 
ゴト ーー Ea の p 一 1 
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i=l 2 王 1 
( 徐 利 治 , 王 兴 华 1983, p. 156) 
すん 
注 2 这 个 不 等 式 的 另 一 种 表述 : 设 zy € R", zi,yi 20y< 2, UW [y 
i=1 
n 
> J] xi. 见 本 书 例 8.2.7. 
i=1 
Or Dl AQ... ZA 
49. r OLya-ƏZego “Nar 
ix 0 < mı <a; < Mı, 0 < mM S bi < Mo, i= 1,- - n, 则 
/n N\ /n AN yy ofn \ 2 
(Sy ro2) (Sree) < MM t mim) Sap, | 
(Li A] Samo Mi M, et] 
Ni=l /Ni=l / il / 
注 3 这 是 Greub-Rheinboldt 不等式 x; = 1.? = 1,…,n 的 特例 . 
(同上 , p. 21) 
26 roung 不等式 ry 
i d(x) 为 z(> 0) 的 严格 单调 增 连 续 函 数 , の 0) = 0, a > 0, b > 0, 则 
ra rb 
ab < | Bz)dz + | み 「~(z)dz 
0 0 
Af Pres. ok Ala H 人 一 1 Em a GAB ne MN 
ラル 失っ し マデ タリ ビー WG), RAT PD 人 の ARAN PLL) BY DO EY RK. 
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特别 , %(z) = xz? p > 1, FB 


(Beckenbach, Bellman 1983, p. 15) 


(本 书 例 8.2.4) 


1979, p. 91) 


S "yp 
当 = 
© |e 
こす & 
で 。 
Ra 。 
の ro 
= & 
一 ンー ヽ 
IG S 
ご 5 
V © 
iS / ご 
=> 
EX 3 十 S LA 
4 & ‘eS rod ご 
一 8 | 


28. 设 r; >0,i= 1, 
设 zz 0.2 ニ 1.・…・ 


29. 


Bp 
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3 3 
31. i 0 < min(a1, a2,a3) < ci < max(aj, 92, 93), i = 1,2,3, A > ci > > ai. 则 
i=l 


i=l 
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(Marshall, Olkin 1979, p. 79) 


慨 率 统计 中 常用 的 不 等 式 主要 有 两 类 : 一 类 是 矩 不 等 式 , 它们 给 出 了 随机 变量 
不 同 阶 的 窍 之 间 的 关系 ; 另 一 类 是 Chebyshev 型 不 等 式 , 它们 给 出 随机 变量 尾部 概 
率 . 本 附录 主要 收集 了 这 两 方面 的 一 些 重 要 不 等 式 , 另外 一 部 分 不 等 式 则 是 关于 经 


验 分 布 函 数 及 正则 化 独立 和 的 


在 后 面 的 公式 中 采用 了 下 列 j 记号 - at Y h — RREH an 
ALJ HHH ロリ バテ PY ‘Svs PC 人 ノリ FA VL SE 
br = E(X-—p) or BYU 

以 三 五 X7 7 阶 原点 矩 


=m=EX 均值 

o=po=E(X-p)? 方差 

v, = EX" 了 阶 绝对 原点 窍 

vr = E|X— pl” 7 阶 绝对 中 心 矩 

bly) = EIX(X -1)(X-r+1)]) r ANRH 

Ar) = E(X -uX -pu-1) (X-u -r+1)] 7 阶 阶乘 中 心 矩 


82.1 知 不 等 式 


1. Cauchy-Schwarz 不等式 


(E|XY|)’ < E|XPElY/. 
2. Holder 不等式 


1 1 
设 p>1l1 -上 + 二 =1 则 
P q 
E| XY | < (E\X|?)1/P( Ely |2)1/9 
3. C,- 不 等 式 
Divs VIT æ {VIT 7 や ケア 1 アハ ~~~ a 
SA Ti] Url’ TC | ムカ T > U, 


(E|X +YP)? < (EXP)? + (EYP), p>1. 
(以 上 诸 条 见 钟 开 莱 1989, p. 50) 
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5. (EIX|?)!/? < (EX WV, q>p>0 (Loeve 1960, p. 160) 
e iTAriDp2Dn — (oivin—-l\p/olvint+l\po anas 1 (Ran 1072 n 140Q ハ 
D LEIA RA AT 7, Peat は t949, Pe 12g) 
7. Liapounov 不等式 

lanl yy ib\a—c ~{(Mivicia—bsrivia\b-c 人 一 一 和 一 
WJA] ) LAT) ZA) っ うり きき と きり さゆ 
(Kendall-Stnart 1958, p. 63) 
8. Jensen 不等式 
wt vv YIL eee Mil 
以 の しい と) HAY HANZ, AI 
AEX) < Fal X) (見 本 者 引 理 8.7.1) 
Gea) ペー ルン ザ し バリ \ i 
9. Gurland 不等式 
(a) ) 设 hi 和 he 为 两 个 单调 函数 ， 其 中 之 一 ， 壁 如 hi, FETE SE PHL 那么 当 hi 和 
2 同时 为 增 函 数 或 同时 为 减 函数 时 
BL. /VL / テ いこ PP IN EBAY \ 
DMIA NAA )) 2 BNA): N24), 


4 hy 和 ho 有 一 个 是 增 函 数 另 一 个 是 减 函数 时 , 不 等 号 反 向 . 特别 , 当 X 为 非 负 随 


>0: (Gurland 1967, p. 25) 


数 ， 且 都 是 增 函 数 或 都 是 减 函数 ，hi(x) > 0, 


机 变量 时 ， 
(YP < (FYP\(F x!) 
DA SOE j 
(b) 设 hı, , An J BEL JE SE R 
t= 1, ) 74. 则 
n n 
E | | h(x) > | | Er:(2) 
i=1 i=1 
特別 , 对 任 一 非 负 随机 变量 ， 有 


EX? > (BX)? > (BCX-D) 2 > (E(X?) 


10. Keilson 不等式 


(a) 离散 分 布 . 设 f(x) 定义 在 x = 0,1,2, +, 
f(z) ARM pe, 则 


/ 


1/(p+1) < 


\ 


/ 
( H(p+1) 


Ho \ 
\(p+ 1p!) p! 


P21 P<0 
(Gurland 1968, p. 27) 


満足 //(z) > f(z 十 1)f(x 一 1), 即 
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(b) 连续 分 布 . 设 f(x) 为 对 数目 函数, 则 


人 
Lert) a) Pas 
(Keilson 1972, p. 1702~1703) 
11. 設え 为 正 随机 变量 
ypy ~ E(X PN) ~ E(x") 、 1 、。 
E(X?) 2 Ex 2°? 0 
E(XP-*9) (EX?) < E(XPHIE(XP-1), p> 0,9 > 0; 
(Sclove et al. 1967, p. 34) 


12. 设 XX 为 非 负 随机 变量 


EX? > [E(X?/)] > (EX)? + [E(X?/9) 一 (EX PT, p>q>1; 


EXP 2>pP+o?, p22; 
(Tong 1970, p. 1244) 


13. Cov(X,Y) < Var (= + > ) 


当 X,Y 为 正 随机 变量 时 , 有 


F1 ュ 1/o 

Cov(X,Y) < Var r | 5(X*+¥9)| | O<ak<i; 
Cov (x Y \ < Var(Y !/2) 

\ x) D ` 

(Kimeldorf, Sampson 1973, p. 228, 230) 
14. 设 X 和 了 为 独立 随机 变量 , 見 
p(XY ~ EP) 49 

(Y) レン E(Y?P)’ P= 1,4, ) 


Ti) = Pi, 2 = 1,2,- N, 设 c= max {xi}, 
i 


设 X 为 离散 型 随机 变量 ， P(X = 


b= min{ai}, a= Spies, W 


i 
+ 二 1 
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Var(X) < (c — a)(a — b). 


(Moors, Muilwijk 1971, p. 385) 


H p>1xXp<1 me. 对 p>1, 有 
Tl. Tt |P] 4 n 
pllivxl | < ioxp. 
17 | jo 
[| i=l | J i=l 
1 n の 1 n p 
p |El < E See 
ima |] Pea 


(RIESE 1989, p. 52) 


2 a(g)” (S) 


里 , | | 表示 小 于 或 等 于 n/2 的 最 大 整数 (Tukey 1946, p. 75) 


18. = Ey\x(Y|X) 一 0, 则 
E|\X+Y|P>E|X|, p>1. 


E X ALY 独立 同 分 布 , EX = 0, W 
l ajx -YP <E|XP<E|X-YP, 1<p<2. 
4 


更 一 般 , 对 任意 的 随机 变量 Xi (i = 1,---,n). 


の | 7 アー1 | 3 Bx | , p> 1, 
| < i=1 
| n 


n 
A pv. m < 1 
/ | へ | 5 < +・ 


(Patel et al 1976,p. 49) 
19. 设 EX =0, |X| < M, Wl 


My S Vp S MP~*o", p22; 
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(Bennett 1965, p. 560~561) 


§2.2 Chebyshev 型 不等式 


20. RO<p<1,& 为 p 分 位 点 , 则 


,Xn 为 独立 同 分 布 随 机 变量 , EX = 0. 若 対 某 企 正 整数 p, EX? 


|u — 1/2] < E(IX ー &1/2|) < 11K 0. 


21. w X, X1, 
一 ~~ Mil 


< OQ, WY 


ae 


~ 


, 成平 1981, p. 451~461) 


wer 


( 陶 ? 


其 中 Q1,°° 


1. Chebyshev FSR 
2. Pearson 不等式 


Up 
P(|X — u| > co) < p> 0. 
(Savage 
3. Cantelli 不等式 
( Vp +4 p < Yep 
—, Ag し Z> 》 
] cP Vp 
(a) P(X —p| 2 k) S 2p 一 Vs 其 op > We. 
\ (P — Up)? + v2p — Vp Vp 
(Garaga 
(Vat WEB 
2 
b 9 に 
(b) P(X -u <e) くっ ーー r c <Q, 
2 
Plz—p< 21- = #c20. (Rao 
\ ミーナ ダグ g2 + c2 \ 
4. Peek 不等式 
P(|X — pl 2 co") S S757? ic 2 0 
这 里 0 一 v/o. (Rao 
对 于 众 数 等 于 均值 /的 单 峰 分 布 , 有 
41-6 , 
_ > 9 Savage 
P(\X —p| 2 co) < TOA aC ( 
5. Markov 不等式 
P(\X|>e)< Z, #e>0 (Loeve 
6. Camp-Meidell 不等式 


设 X 具有 单 峰 分 布 , mo 为 其 众 数 , 记 7? = 07 + (u — mo)”. W 


(1 ae tec 
| Va AES 3 
P(|X —mo| 2 cr) < 4 、 2 
sg > 

4 (1+ 87) 

P(X — pl > 00) くう セー か 


其 中 s= lp - mol/g;c > 8. 


(Savage 
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1961,p. 217) 


1960,p. 158) 


§2.2 Chebyshev 型 不 等 式 ・267 ・ 
7. Selberg 不等式 
NAR mn A M 
以 ZQ U< p,m = ming, PY), Wy 
4(aB — o? 
| ae Fral — m? < 20? < af, 
T / =r ay ~ | 2 
だ が し 一 くく えー ル く て 之 m” 
\ H a et 若 2a2 < aß — m2, 
\ 0, Fap <m?. 
(Karlin, Studden 1966, p. 475) 


ア ( 一 の 1 < メー ル <ow) ュー テ (4+2) 


9. 设 g(x) > 0, 则 对 c > 0, 有 


10. # g(x) 2 d > 0, 则 


C1 C2 


(Karlin, Studden 1966,p. 481) 


(Hogg, Craig 1970, p. 54) 


(Fisz 1963,p. 101) 


2 JL /AT さい M.-F A el ~ nmh AL wh ee om 
Ll. IX Y) AN 1IC1A IPE RX, LAU, AFEOREN RK. IN 
Eq(X 
P(IX|> 0 < EC eso. 
g(c) 


12. 


( 钟 开 莱 1989, p. 51) 


设 g(z) 为 非 负 偶 函 数 , 在 > 0 上 为 非 减 函数 . 对 一 切 z,9(z) < M. 则 


P(|X| > M) > 


Eg(X) — 9(M) 
一 一 


(Fisz 1963,p. 102) 


概率 统计 中 的 常用 不 等 式 


附录 2 
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1, 则 对 


13. 设 g(z) 为 正 值 偶 函 数 , 在 x > 0 上 为 非 减 数 . 设 満足 P(|X| <M) 


一 切 c > 0. 


1963,p. 102) 


(Fisz 


(Rao 1973, p. 143) 


b 


15. 设 g(x) 为 正 的 非 减 函数 , 则 


に ー コ 


(Gnedenko 1962, p. 249) 


17. Kolmogorov 不等式 


的 定义 同 (a), 则 对 任意 € > 0, 


18. Hajek-Renyi 不等式 


= ; 


EX; = 0, Var(X;) 一 of < 00, C1, C2, 


n 


oO ン へ 
人 “eS 
(a) NS 
E rag 
一、 ご 
> ‘Wi 
“oo o 
B N 
ご ~ 
€ [NI 
CN x 
= ~、 
円 =j RA 
1% o v 
志 S 
次 NA 
x = 
R N 
< S 
Wi xy 
V 
| = £ 
ーッ ン 
A, 


正 数 非 增 序列 , 5 
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19. Heyde 不 等 式 


n 
设 Xie, Xn 为 n 个 随机 变量 , sn = 》 Xa Yi, Yn 为 n 个 独立 随机 变量 ， 
i=1 


EY; = 0,Var(Y;) < co, = 1,---,n, W Zi = Xi — Yi, BH c1,c2,… 为 正 数 的 非 增 序列 ， 
则 对 任意 正 整 数 m, n(m<n < 


コー lle JY 


ene” 


Cm 
i=1 1 
P{ max cxklsk| > e} < ーー ーー ーー 
Mek<n © ° (1 — o)2 と 2 
n / r | \ 
+ N P(Z,40)4+Ple |S Zl one}. 
Ld ~ うた \ と テラ バグ / 
(Tomkins 1971, p. 428) 
90. Konunias-Woano AS 
nw BBL USB SECA vY wad ia | T Ay 


(a) 设 Xili = 1,---,n) 为 n 个 随机 变量 , EIXil? < oo = 1,---,n, 这 里 0 
<p<S1 E Sn = 》 Xi W ac 为 正 整 数 非 增 序列 . 则 对 任意 正 整 数 m, n(m 


n),e > 0, 有 


/ m \ 
P{ max cx|Su| >e} < @ SEX + 》 FRX; P ) /er; 


? 王 1 i 二 mm 十 1 


(1 \ Ae bah fats ok ~a Hi 
のり) JEL PT, 4 Pps 1, KW 
m 
P{ max cr| 5s >E} < em EP IP) 1/p 十 y、 c;(E|X; pt Jæ. 
2 二 1] m+1 


(Kounias, Weng 1969, p. 1091~1092) 
21. Markov 不等式 


it Xi, Xn 为 非 负 随机 变量 , Sa = 》 Xi, m = EXi,i =1,---,n, 则 对 任 给 


vis の 


(Savage 1961,p. 213) 


Pt max Sk| > 2e} < P(|S,| > g)/(1 — a). 


(Rao 1973,p. 145) 
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23. Berge 不 等 式 
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设 X1, Xo 为 两 个 随机 变量 , E u: Var(X) = o2. Caov(X Xo) = gorges. Wl 
YX 9442 JJ PI | MVL B, Dii Wiy YAL 417) Vin WOY, 2) 一 LILC2 AY 
Xı— Xə — 1 1 — p? 
p {max ( Ziel, Pa eel) >e} < tvi- 
び 1 Oo と 
(Rao 1973,p. 145) 
24. Birnbaum-Raymond-Zuckerman 不等式 
ty VY. ... KF Ma 个 独立 随机 变量 ,nV 22 W/V 1 
Mm Al An AlN “PARA PRLS?) HE, i = DAY, O° = Var (Ai), t = 1,°+-,n, 7 
为 偶数 ， 则 对 任 给 と > 0, 
| 1, É E? < no?, 
(E 5 ,| NO ーー 2 ン 2 ono? fe. 
P<) (Xi -—pwmi)* 2e*> << 522 _ Te ANOS EST WT v9), 
=a J ac ー f6U “+ 
= 2 2 2 
no no no 
—— {1— oe 2 
= (1 a) 者 ——(3 + v5) Se 
E n 为 奇数 
( 1, H «2 < no? 
n (n + 1)o? g? 
2 2 
p(X mm >e a) Qe2 — (n — 1)0?’ A na <€ < Ti 
\i=1 / | 2 n? 1) 4 2 
no nf — 1)o ひ 
| 2 一 -p ËE > 一 dn, 
E 4 æt 4 
+r i 
夫 中 
dn = 3n + 1 + (5n? + 6n 十 5)172. 
(Savage 1961, p. 214) 
25. Guttman 不等式 
IL w モテ WU, A Mele ba Fat J Lr me EA mar 2 tr fur = 
以 A1,°°*, AQ Th “PAA ALIA OS AN PEL SS Be, = AG, oO” = Var(X), = l, ) 7 ん 
记 
n n 
二 l 2 1 <， TA 
ーー ノレ ルス 59 57 2 Mia). 
| I T Te T ~ 
i=1 i=l 
则 对 c> 1, 有 
P} (X - u?’ œ +o? < 一. 
1 p) ” n-li n(n 一 1) > o2 ` 


(Savage 1961,p. 215) 
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§2.2 Chebyshev 型 不等式 


26. Bernstein 不等式 


P(X; — m| > m) = 0, XH m < ow. 记 


则 对 任意 > 0, 


(Serfling 1980, p. 95) 


X 


Nn. 


) 设 X1,’ 


a) 


rt 


< exp{—2ne*}, 


< exp{—ne?g(y)} 


其 中 


Sp<l. 


m |N 


存 


n. 则 对 0<e 


l,- 


,Xn 为 独立 随机 变量 , EX; = 0, Xi < bi 


(c) 设 Xi, 
<b, 有 


~~ 


(Karlin, Studden 1966, p. 535~536) 
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28. Bennett 不等式 


设 Xi- Xn 为 独立 随机 LEE, - 


人 “in ノリ フト ミー し は は ジル つて 


= 2,3…, 其 中 m ABR W no? = 2 则 


P(X 2€) < exp1 -元 (に et (1+) -a 


(Karlin, Studden 1966, p. 537) 


62.3 其 他 


1. 关于 Kolmogorov-Smirnov 距离 的 不 等 式 
设 Xi, Xn 为 来 自 总 体 F(x) 的 简单 随机 


F,(z) = Se < 2), 


其 中 7(4) 表示 随机 事件 4 的 示 性 画数 , Fale) 与 F(x) 接近 程度 的 度量 


D, = sup |Fnlz)—F(z)| 


一 CO 所 了 IT 志 OO 


Hr -h m r Omirnnty ロロ er 


yp /y DOIMogorov-omMmirnov Fe ry. 
(a) Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz 不等式 
对 任意 c > 0, 存在 一 个 不 依赖 于 总 体 分 布 的 有限 正常 数 c, 使 得 


/LY OD os Oe _~_n 
(D) 条 和 仁 局 & > U, 
] o \ o C an 
P| sup Dm > € | < —— Pe, 
\MN J トー Pe 
其 中 pe =exp(—2e7), c 的 定义 同 (a) 3. (SerHing 1980, p. 59~60) 


2. Berry - Esseen 不等式 
设 Xa, e, Xn 为 独立 同 分 布 随 机 变量 , 定义 正则 化 和 8% 为 
Se yp [六 STA 
ノー ズー Xi | 


g* 一 4 二 1 (2 / 


(ex) 


27 う ・ 


82.3 其 他 
一 2 
a(t) = P(S* < t). 
LZ 


其 分 布 函数 记 为 Gn(t), Bl Grit) 
pt, Var(X;) = 07, Wi) S* = /n(X — p)/o. 那么 


# EX; = 
33 EIX1 — pl 
sup |G, (t) — ®(t)| < — 一 ... 
P|Galt) — BO < TF— n=1,2, 
eh Aln ATION ュ \N Ah See owes 
ART lL ) 为 N (U, 1) 时 分 布 函数 . 
注 1 许多 作者 试图 改进 右边 的 常数 一 = Zolotarev 把 此 数 降 为 0.91, 而 Beeck 
Me I 上 why n ウロ ウ ヒ 
KL AVY YY U. dtu. 
注 2 Æ Xr, Xn 只 是 独立 , 面 不同 分 布 , 记 u = EX; 则 上 面 的 不 等 式 右 
ig CA 
n 
> EX; 一 hil 


(Serfling 1980, p.33) 


